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1. Выпуклые множества 

Пусть х, у, z — элементы n-мерного действительного евк-

лидова пространства .nR  Будем называть их также векторами 

или точками пространства .nR   

Определение. Отрезком, соединяющим точки x и y, назы-

вается множество точек вида  

]).1,0[λ()λ1(λ yxz  

Определение. Множество точек nRM  называется выпук-

лым множеством, если отрезок, соеди-

няющий любые две точки ,, Myx  

входит в множество M, то есть 

λ [0,1] z M  (рис. 1). 

Например, выпуклыми множест-

вами являются точка, отрезок, про-

странство ,nR  открытый и замкнутый 

параллелепипед, открытый и замкнутый шар. Пустое множество 

не является выпуклым. 

Теорема. Непустое пересечение любого числа выпуклых 

множеств является выпуклым множеством. 

Доказательство. Пусть kMMM ,...,, 21  — выпуклые мно-

жества, и точки x, y принадлежат всем этим множествам одно-

временно ),,,...,,( 1 kMyxMyx  поэтому  

1 2, ... kx y M М М M . 

Точка (1 λ) (λ [0,1])z x y  по определению выпуклого 

множества принадлежит всем множествам kMMM ,...,, 21  одно-

временно. Таким образом, для любых двух точек Myx,  точки 

(1 λ) (λ [0,1])z x y  принадлежат множеству M. Поэтому 

по определению М — выпуклое множество. 

Определение. Гиперплоскостью в nR  называется множест-

во точек 

},),(:{ cxaxG  

  
а) б) 

Рис. 1  

а) выпуклое множество,  

б) невыпуклое множество 
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где a — n-мерный направляющий вектор, круглые скобки обо-

значают скалярное произведение ),),(( xaxa T  действительное 

число с называется свободным членом. 

Замечания. 1) Гиперплоскость является выпуклым множе-

ством. Действительно, пусть ., Gyx  Тогда для любого ]1,0[λ  

точка (1 λ)z x y  принадлежит G, так как  

( , ) ( , (1 λ) ) ( , ) (1 )( , ) (1 )a z a x y a x a y c c c . 

2) Направляющий вектор a ортогонален гиперплоскости, 

то есть для любого вектора z = x – y, соединяющего две произ-

вольные несовпадающие точки гиперплоскости (a, z) = 0. Дейст-

вительно,  

(a, z) = (a, x) – (a, y) = c – c = 0. 

Определение. Множество точек вида 

}),(:{ cxaxS  

называется полупространством в .nR  

Направление неравенства в определении можно взять и 

противоположным. 

Замечание. Полупространство является выпуклым множе-

ством. Действительно, пусть ., Syx  Тогда для любого ]1,0[λ  

точка (1 λ)z x y  принадлежит S, так как  

( , ) ( , (1 λ) ) ( , ) (1 )( , ) (1 )a z a x y a x a y c c c . 

Определение. Непустое пересечение конечного числа по-

лупространств называется выпуклым многогранником. 

Применение термина выпуклый многогранник объясняется 

тем, что полупространство — выпуклое множество, а непустое 

пересечение конечного числа выпуклых множеств есть выпук-

лое множество. 

Определение. Множество вида  

}0:{ xxS  

называется положительным ортантом. 
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Положительный ортант есть выпуклый многогранник. 

Действительно, неравенство 0x  можно интерпретировать как 

систему неравенств 

,0),( )1( xe  

 

,0),( )( xe n  

где ),0,...,0,1()1(e … , ).,...,0,0()( ne n  

Определение. Пусть выпуклый многогранник G задан сис-

темой неравенств 

,),( 1

)1( cxa  

 

,),( )(

k

k cxa  

где )()1( ,..., kaa  — направляющие векторы, k > n. Если точка 

Gy  обращает в равенства не менее n неравенств, причем ранг 

соответствующей системы векторов равен n, то точка у называ-

ется угловой (или крайней) точкой многогранника. 

Отметим, что число угловых точек выпуклого многогран-

ника может быть (в зависимости от n и k) очень большим. Так, 

при n = 10, k = 20 это число может быть сравнимо с 10
11

. 

Замечание. Так как равенство вида i

i cxa ),( )(  можно за-

менить системой двух неравенств 

,),( )(

i

i cxa  

,),( )(

i

i cxa  

то если в определении часть неравенств (или все неравенства) 

заменить соответствующими равенствами, то получающаяся 

система условий также определяет выпуклый многогранник. 

Напомним определение часто используемого выпуклого 

множества. 

Определение. ε – окрестностью точки 
nRa  называется 

открытый шар  

}.ε:{)(ε axxaO  

Очевидно, ε – окрестность точки есть выпуклое множество. 
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Определение. Точка x называется граничной точкой мно-

жества nRX , если 0ε  ε -окрестность )(ε xO  содержит 

точки, принадлежащие множеству X и точки, не принадлежащие 

множеству X. 

Определение. Точка x называется внутренней точкой мно-

жества nRX , если найдется 0ε , что ε -окрестность )(ε xO  

целиком лежит внутри множества X.  

Замечание. Граничная точка может и не принадлежать 

множеству X. Например, для множества 

},10:{ 1RxxxX  

граничная точка х = 0 принадлежит Х, а граничная точка х = 1 не 

принадлежит Х. 

Определение. Множество Х называется замкнутым, если 

оно содержит все свои граничные точки. 

Определение. Множество Х называется открытым, если 

оно не содержит свои граничные точки. 

Примером замкнутого множества в nR  является замкнутый 

шар }:{ raxxX  радиуса r с центром в точке a. Примером 

открытого множества в nR  является открытый шар 

}.:{ raxxX  

Определение. Диаметром множества Х называется число 

.supdiam
,

yxX
XyXx

 В случае замкнутого множества символ 

sup можно заменить на символ max. 

Определение. Множество Х называется ограниченным, если 

его диаметр является конечным числом. 

Определение. Конусом nRK  называется такое множест-

во, что из того, что Kx  следует, что 0λ  Kxλ . 

Замечание. Из определения следует, что конус содержит 

нулевую точку х = 0. Конус является неограниченным множест-

вом (за исключением вырожденного случая, когда конус содер-

жит всего лишь одну точку х = 0). Конус может быть как замк-

нутым, так и незамкнутым множеством. 
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Определение. Компактом называется замкнутое ограни-

ченное множество. 

Замечание. Замкнутые ограниченные множества представ-

ляют особый интерес в связи с теоремой Вейерштрасса, которая 

утверждает, что непрерывная функция на замкнутом ограничен-

ном множестве (компакте) достигает своего наибольшего и наи-

меньшего значений. 

 

2. Выпуклые функции 

2.1. Определение выпуклых функций 

Определение. Функция )(xf  называется выпуклой (выпук-

лой вниз) на выпуклом множестве nRX , если Xyx,  и 

]1,0[λ  выполняется неравенство 

 ).()λ1()(λ))λ1(λ( yfxfyxf  (1) 

Определение. Функция )(xf  называется вогнутой (выпук-

лой вверх) на выпуклом множестве 
nRX , если Xyx,  и 

]1,0[λ  выполняется неравенство 

 ).()λ1()(λ))λ1(λ( yfxfyxf  (1 ) 

Замечания. 1) Очевидно, функция )(xf  вогнута, если 

функция ( )f x  выпукла. 

2) Если в (1) неравенство строгое, то функция )(xf  назы-

вается строго выпуклой. Если в (1 ) неравенство строгое, то 

функция )(xf  называется строго вогнутой. 

При доказательстве некоторых утверждений полезным яв-

ляется другое равносильное определение, которое сформулиру-

ем в следующей теореме. 

Теорема. Для того чтобы функция )(xf  была выпукла на 

выпуклом множестве Х, необходимо и достаточно, чтобы 

Xyx,  выполнялось неравенство 

 1 1 1
2 2 2

[ ( ) ( )].f x y f x f y  (2) 
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2.2. Свойства выпуклых функций 

Теорема. Сумма выпуклых на выпуклом множестве Х 

функций является выпуклой функцией. 

Доказательство. Пусть функции )(xf  и )(xg  — выпук-

лые функции на множестве Х. То есть Xyx,  и ]1,0[λ  

выполняются неравенства 

),()λ1()(λ))λ1(λ( yfxfyxf  

).()λ1()(λ))λ1(λ( ygxgyxg  

Сложив эти неравенства, для функции )()()( xgxfxh  полу-

чаем: 

).()λ1()(λ))λ1(λ( yhxhyxh  

Заметим, что теорема будет справедливой и в случае сум-

мы произвольного конечного числа выпуклых функций. 

Замечание. Легко видеть, что в n-мерном евклидовом про-

странстве nR  линейная функция сxpxl ),()( , где р — неко-

торый заданный вектор, с — действительное число, удовлетво-

ряет одновременно неравенствам (1) и (1 ). То есть линейная 

функция является одновременно и выпуклой, и вогнутой функ-

цией. 

Теорема. Для того чтобы квадратичная функция 

),,()( Bxxxf  где В — симметрическая матрица, была выпуклой 

в nR , необходимо и достаточно, чтобы матрица В была положи-

тельно определенной. 

Доказательство. Рассмотрим  

2 2

(λ (1 λ) ) (λ (1 λ) , (λ (1 λ) ))

λ ( , ) 2λ(1 λ)( , ) (1 λ) ( , ).

f x y x y B x y

x Bx x By y By
 

Добавим и вычтем в правой части  

λ ( ) (1 λ) ( ) λ( , ) (1 λ)( , )f x f y x Bx y By , 

получим: 

(λ (1 λ) ) λ ( ) (1 λ) ( ) λ(1 λ)( , )

2λ(1 λ)( , ) λ(1 λ)( , )

f x y f x f y x Bx

x By y By
 

 )).(,)(λ1(λ)()λ1()(λ yxByxyfxf  (3) 
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1) Необходимость. Пусть функция )(xf  выпукла. Тогда 

согласно (1)  

,0))(,)(λ1(λ yxByx  

то есть матрица В положительно определена. 

2) Достаточность. Пусть матрица В положительно опре-

делена. Тогда с учётом (3) будет выполняться неравенство (1), то 

есть функция )(xf  выпукла. 

Следствие. Для того чтобы квадратичная функция 

,),(),()( cxpBxxxf  где В — симметрическая матрица, бы-

ла выпуклой в nR , необходимо и достаточно, чтобы матрица В 

была положительно определенной. 

Доказательство. Поскольку для линейной функции 

сxpxl ),()(  Xyx,  и ]1,0[λ  выполняется равенство  

),()λ1()(λ))λ1(λ( ylxlyxl  

то для рассматриваемой квадратичной функции справедливо ра-

венство (3). Поэтому доказательство следствия совпадает с дока-

зательством теоремы. 

Замечание. Очевидно, что для строгой выпуклости квадра-

тичной функции необходимо и достаточно, чтобы матрица В 

была строго положительно определенной. 

Теорема. Выпуклая на выпуклом множестве X функция f(x) 

является непрерывной в каждой внутренней точке множества X.  

Теорема. Выпуклая на выпуклом множестве X функция  

f(x) имеет в каждой внутренней точке Xx  производную по 

любому направлению a: 

.
)()(

lim
)(

0 h

xfhaxf

a

xf

h
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2.3. Неравенство Йенсена 

Теорема. Если функция f(x) выпукла на выпуклом множе-

стве X, и ,...,,1 Xxx m  ),1(0λ mii , 
m

i

i

1

1λ , то 

1 1

λ λ ( )
m m

i i i i

i i

f x f x . 

 Доказательство. По определению выпуклой функции 

1 1 1

1 2 1

λ
λ λ (1 λ )

(1 λ )

m m
i

i i i

i i

f x f x x

1 1 1

2

λ ( ) (1 λ ) λ
m

i i

i

f x f x , 

где .
)λ1(

λ
λ

1

i
i  

Аналогичным образом получаем: 

(2)

2 2 2

2 3

λ λ ( ) (1 λ ) λ
m m

i i i i

i i

f x f x f x , 

где 
)λ1(

λ
λ

2

)2( i
i , 

(2) (2) (2) (3)

3 3 3

3 4

λ λ ( ) (1 λ ) λ
m m

i i i i

i i

f x f x f x , 

где 
)λ1(

λ
λ

(2)
3

(2)
)3( i

i , 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

( -2) ( -2) ( -2)

-1 1 -1

1

λ λ ( ) (1 λ ) ( )
m

m m m

i i m m m m

i m

f x f x f x , 

где 
)λ1(

λ
λ

2)-(
1

2)-(
)1(

m
m

m
im

i . 
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Из этой цепочки неравенств получаем формулу 

 
1 1

λ λ ( )
m m

i i i i

i i

f x f x . 

2.4. Условия выпуклости первого порядка  

Теорема. Для того чтобы дифференцируемая на выпуклом 

замкнутом множестве X функция  f(x) была выпуклой, необхо-

димо и достаточно, чтобы XxXx и0  выполнялось нера-

венство 

 ).()()),(( 000 xfxfxxxf   (1) 

Замечание. Запишем (1) в виде  

).()),(()( 000 xfxxxfxf  

Слева записано выражение для касательной гиперплоскости к 

поверхности )(xfy  (или к графику функции )(xfy ). По-

этому теорему можно переформулировать следующим образом. 

Теорема. Для того чтобы дифференцируемая на выпуклом 

замкнутом множестве X функция  f(x) была выпуклой, необхо-

димо и достаточно, чтобы график функции f(x) на множестве X 

располагался не ниже касательной гиперплоскости в точке 0x . 

Доказательство. Необходимость. Пусть функция f(x) вы-

пукла на множестве X. Запишем неравенство из определения 

выпуклости в несколько ином виде. Для этого рассмотрим 

0 0 0 0( ( )) ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x h x x f hx h x hf x h f x  

0 0( ) [ ( ) ( )]f x h f x f x . 

Таким образом, имеем: 

]1,0[)],()([)())(( 0000 hxfxfhxfxxhxf . 

Перенесем )( 0xf  в левую часть и разделим полученное нера-

венство на 0h : 

 ).()(
)())((

0
000 xfxf

h

xfxxhxf
 (2) 
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После предельного перехода при 0h  в левой части получим 

производную по направлению вектора 0xx : 

0 0 0
01 0

0 1

( ) ( ) ( )
( ) ... ( )

( )
n

n

f x f x f x
x x x x

x x x x
 

0 0( ( ), )f x x x . 

Поэтому неравенство (2) примет вид (1). 

Достаточность. Пусть имеет место неравенство (1). По-

строим функцию одной переменной 

).)1(())(()( 000 xhhxfxxhxfhu  

Производная этой функции 

 ).)),((()(
))((

)( 0000

1

00 xxxxhxfxx
x

xxhxf
hu ii

n

i i

 (3) 

Возьмем 12 hh . Рассмотрим две точки: 

).();( 0200100 xxhxyxxhxy  

Из (1) имеем: 

0 0 0 1 0 2 1 0( ( ), ) (( ( ( )), ( )( ))f y y y f x h x x h h x x  

0 2 1( ) ( ) ( ) ( )f y f y u h u h , 

откуда с учётом (3) получаем: 

).()())(( 12121 huhuhhhu  

Аналогично после замены 1221 , hhhh  получаем: 

).()())(( 21212 huhuhhhu  

Складывая эти два неравенства, имеем: 

.0))](()([ 1221 hhhuhu  

Так как 12 hh , то ),()( 12 huhu  то есть производная )(hu  мо-

нотонно возрастает. А это означает выпуклость функции u(h). 

Для завершения доказательства рассмотрим 

0 0 0( (1 ) ) ( ( )) ( )f hx h x f x h x x u h  

0( 1 (1 ) 0) (1) (1 ) (0) ( ) (1 ) ( ).u h h hu h u hf x h f x  

Так как это неравенство верно для всех ]1,0[и, 0 hXxx , то 

функция f(x) является выпуклой на множестве Х.  
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2.5. Примеры выпуклых функций 

1. Пусть функция f(x) выпукла на выпуклом множестве Х, и 

.0)( Xxxf  Тогда функция )(2 xf  также выпукла на мно-

жестве Х. 

Для доказательства этого утверждения рассмотрим 
2 21 1 1 1

2 2 2 2
( ) [ ( ) ( )]f x y f x f y  

2 2 2 21 1 1
2 2 4

( ) ( ) [ ( ) 2 ( ) ( ) ( )].f x f y f x f x f y f y  

Так как выражение внутри квадратной скобки неотрицательно, 

то  

),()()( 2

2
12

2
1

2
1

2
12 yfxfyxf  

что и означает выпуклость функции )(2 xf . 

2. Пусть функции )(...,),(1 xfxf m  выпуклы на выпуклом 

множестве Х, тогда функция ))(...,),(max()( 1 xfxfxh m  также 

выпукла на множестве Х. 

Достаточно доказать утверждение для случая m = 2. Для 

общего случая доказательство затем легко проводится методом 

математической индукции. 

Рассмотрим 
1 1 1 1 1 1

1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 2 22 2 2 2

1 1 1 1
1 2 1 22 2 2 2

( ) max[ ( ), ( )]

max[ ( ) ( ), ( ) ( )]

max[ ( ), ( )] max[ ( ), ( )] ( ) ( ).

h x y f x y f x y

f x f y f x f y

f x f x f y f y h x h y

 

Таким образом, ),()()(
2
1

2
1

2
1

2
1 yhxhyxh  то есть функция h(x) 

выпукла. 

2.6. Условия выпуклости второго порядка 

Теорема. Пусть функция f(x) дважды дифференцируема на 

выпуклом множестве X. Тогда для того чтобы функция f(x) была 

выпуклой на множестве X необходимо и достаточно, чтобы мат-

рица вторых производных H(x) функции f(x) (матрица Гессе) бы-

ла положительно определенной для всех .Xx  
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Доказательство. Необходимость. Пусть функция f(x) вы-

пукла на множестве X, и точки ].1,0[λ,,0 Xxx  Обозначим 

.0xxx  Тогда функцию )λ( 0 xxf  одной переменной λ  

можно разложить по формуле Тейлора (Маклорена) 

 ).λ()()(λ)(λ)()λ( 2
0

2

2
1

000 oxxHxxxfxfxxf TT (1) 

По необходимому и достаточному условию выпуклости первого 

порядка 

).()λ()(λ 000 xfxxfxxfT  

Поэтому .0)λ()()(λ 2
0

2

2
1 oxxHx T  Поделим это неравенст-

во на 0λ2  и перейдем к пределу при 0λ , после чего по-

лучим неравенство  

0)()( 0 xxHx T
, 

верное для всех .,0 Xxx  Отсюда следует, что матрица H по-

ложительно определена.  

Достаточность. Пусть матрица H положительно опреде-

лена для всех .Xx  Тогда по формуле Тейлора с остаточным 

членом в форме Лагранжа для всех Xxx ,0   

,)θ()()()()( 02
1

00 xxxHxxxfxfxf TT  где ].1,0[θ  

Поэтому ).)(()()( 000 xxxfxfxf T
 Отсюда по необходи-

мому и достаточному условию выпуклости первого порядка сле-

дует, что функция  f(x) выпукла на множестве X. 

2.7. Множества, определяемые неравенствами 

с выпуклыми функциями 

Теорема. Множество вида 

},)(:{ bxfxD  

где f(x) — выпуклая функция, ,Rb  является выпуклым. 

Доказательство. Пусть ,, DyDx  то есть 

.)(,)( byfbxf  
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В силу выпуклости f(x) для yxz )λ1(λ , где ],1,0[λ  имеем 

неравенство 

.)λ1(λ)()λ1()(λ)( bbbyfxfzf  

Полученное неравенство bzf )(  означает, что Dz . Отсюда 

по определению выпуклого множества следует, что D — выпук-

лое множество. 

 

Следствие 1. Множество вида 

},)(,...,)(:{ 11 mm bxfbxfxD  

где )(,...),(1 xfxf m  — выпуклые функции, является выпуклым. 

Доказательство следует из того, что множества 

),1(})(:{ mibxfxD iii  являются выпуклыми, а D есть их 

пересечение: ....21 mDDDD  

Следствие 2. Множество вида  

)},,1(),();,1()(:{ kmmibxamibxfxD iiii  

где )(,...),(1 xfxf m  — выпуклые функции, ),,1( kmiRbi  

,n
i Ra  является выпуклым. 

Доказательство следует из того, что множества 

),1( miDi  — выпуклые, множество 

)},1(),(:{ kmmibxax ii  — 

выпуклый многогранник, а D есть пересечение этих выпуклых 

множеств: ....21 mDDDD  

2.8. Экстремальные свойства функций 

на выпуклых множествах 

Определение. Направление, определяемое вектором 0a  в 

точке ,Xx  где X — выпуклое множество, называется возмож-

ным (или допустимым), если существует такое число 0λ* , что 

]λ,0[λ *  точка .λ Xax  
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Замечание. Очевидно, если x — внутренняя точка множе-

ства X, то в этой точке любое направление является возможным 

(см. определение внутренней точки). 

Теорема. Для того чтобы точка x̂  выпуклого множества X 

была точкой локального минимума дифференцируемой на X 

функции f(x), необходимо, чтобы существовала окрестность 

)ˆ(δ xO  точки x̂  такая, что XxOx )(δ  выполнялось нера-

венство .0)ˆ)(ˆ( xxxfT  

Доказательство. Пусть x̂  — точка локального минимума, 

то есть существует окрестность )ˆ(δ xO  точки x̂  такая, что 

XxOx )(δ  выполняется неравенство ).ˆ()( xfxf  Для 

краткости введем обозначение .)(δ XxOU  

Так как множество U выпуклое, то отрезок, соединяющий 

точки x и x̂  из U, будет принадлежать множеству U.  

Вектор )ˆ(
ˆ

1
xx

xx
a  имеет единичную норму 1a  и 

задает допустимое направление. Положим 
a

δ
λ* , где возьмем 

1δ0 . Тогда )λ,0(λ *  

ˆ ˆλ λ (1 λ) .x a x x U  

Поэтому 0)ˆ()λˆ( xfaxf , и 

.0)ˆ)(ˆ(
)ˆ(

)]ˆ()λˆ([
λ

1
lim

0λ
xxxf

a

xf
xfaxf T  

Замечание. Таким образом, для того чтобы точка x̂  выпук-

лого множества X была точкой локального минимума диффе-

ренцируемой на X функции f(x), необходимо, чтобы в точке x̂  

производные по всем возможным направлениям были неотрица-

тельными. 

Теорема. Локальный минимум выпуклой функции f(x) на 

выпуклом множестве X является её глобальным минимумом. 
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Доказательство. Воспользуемся методом математической 

индукции. Предположим, что x̂  — точка локального минимума, 

а x~  — не совпадающая с x̂  точка глобального минимума, то 

есть   

 ).~()ˆ( xfxf  (1) 

По определению выпуклой функции 

 1].[0,λ),~(λ)1()ˆ(λ)~λ)1(ˆλ( xfxfxxf  (2) 

Заменим в (2) в правой части )~(xf  на ).ˆ(xf  Тогда с учётом (1) 

получим строгое неравенство  

1).[0,λ),ˆ()ˆ(λ)1()ˆ(λ)~λ)1(ˆλ( xfxfxfxxf  

Так как это неравенство выполняется для λ , сколь угодно близ-

ких к 1, то в сколь угодно малой окрестности )ˆ(δ xO  точки x̂  

существуют точки )ˆ(~λ)1(ˆλ δ xOxxx , в которых 

),ˆ()( xfxf  что противоречит тому, что x̂  — точка локального 

минимума. 

Теорема. Множество точек глобального минимума выпук-

лой на выпуклом множестве X функции f(x) является выпуклым. 

Доказательство. Пусть 21, xx  — две точки, в которых 

достигается глобальный минимум: ).()( 21 xfxf  По определе-

нию выпуклой функции  

).()(λ)1()(λ))λ1(λ( 12121 xfxfxfxxf  

Так как 1x  — точка глобального минимума, то не может быть 

точки из X, для которой  

).())λ1(λ( 121 xfxxf  

Поэтому  

).())λ1(λ( 121 xfxxf  

Таким образом, точки 21 )λ1(λ xx  принадлежат множеству 

точек глобального минимума. Поэтому это множество выпукло. 

Теорема. Строго выпуклая на выпуклом множестве X 

функция f(x) имеет единственную точку минимума.  
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Доказательство. Докажем утверждение методом от про-

тивного. Предположим, что есть две точки глобального мини-

мума 1 2иx x  из множества Х, в которых значение функции равно 

f*, то есть 

f(x1) = f(x2) = f*. 

По определению строго выпуклой функции )1,0(λ   

1 2 1 2(λ (1 λ) ) λ ( ) (1 λ) ( )f x x f x f x  

*

1 1λ ( ) (1 λ) ( ) .f x f x f  

Таким образом, есть точки из X, в которых значение функции 

f(x) меньше f*. Это противоречит определению глобального ми-

нимума. 

Теорема. Если для выпуклой на выпуклом множестве X 

функции f(x) в точке x̂  все частные производные равны нулю, то 

x̂  — точка глобального минимума. 

Доказательство. Из условия выпуклости 1-го порядка 

,0)ˆ)(ˆ()ˆ()( xxxfxfxfXx T  

то есть ),ˆ()( xfxfXx  а это означает, что x̂  — точка гло-

бального минимума. 

2.9. Свойства максимумов выпуклой функции 

Свойства максимума выпуклой функции очень сильно от-

личаются от свойств её минимума. Отметим одно из важных 

свойств максимума выпуклой функции. 

Теорема. Если f(x) — выпуклая на выпуклом замкнутом ог-

раниченном множестве X функция, то 

1) множество точек глобального максимума функции f(x) 

на множестве X содержит хотя бы одну крайнюю точку множе-

ства Х; 

2) если существует хотя бы один локальный максимум во 

внутренней точке множества X, то функция f(x) постоянна на 

множестве X. 

Замечание. Так как в случае вогнутой функции f(x) функ-

ция (– f(x)) является выпуклой, то для точек минимума вогнутой 
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функции f(x) на выпуклом замкнутом ограниченном множестве 

X справедлива аналогичная теорема. 

2.10. Свойства максимумов и минимумов 

линейной функции 

Так как линейная функция является одновременно выпук-

лой и вогнутой функцией, то из приведенных выше экстремаль-

ных свойств выпуклых и вогнутых функций вытекает следую-

щее утверждение. 

Теорема. Если f(x) — линейная функция (но не постоян-

ная), заданная на выпуклом замкнутом ограниченном много-

граннике X, то минимумы (максимумы) f(x) достигаются в угло-

вых точках. Если при этом точка минимума (максимума) не 

единственна, то множество точек минимума (максимума) явля-

ется выпуклым. Все минимумы (максимумы) являются глобаль-

ными. 

Таким образом, при поиске минимума (максимума) линей-

ной функции на выпуклом замкнутом ограниченном многогран-

нике достаточно рассмотреть угловые точки многогранника.  

3. Выпуклое программирование 

3.1. Задачи выпуклого программирования 

Пусть функция f(x) выпукла на выпуклом замкнутом мно-

жестве Х, которое определяется следующим образом: 

 },,)(:{ 0XxbxgxX  (1) 

где nRx , X0  — выпуклое замкнутое множество из nR , 

1 1( ) ( ( ),..., ( ) ), ( ,..., ) ,T T

m mg x g x g x b b b  

функции ),1()( mixg i  выпуклы на множестве X0 .  

Определение. Задача  

 ),(min xf
Xx

 (2) 
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где Х — выпуклое замкнутое множество вида (1), f(x) выпуклая 

на множестве Х функция, называется задачей выпуклого про-

граммирования.  

Замечание. Прежде чем приступать к решению задачи (2), 

нужно убедиться, что 

1) множество Х не пусто; 

2) функция f(x) не является неограниченной снизу на мно-

жестве Х.  

3.2. Условия регулярности 

Определение 1. Если mi ,1  существуют точки Xxi  

такие, что  

 iii bbg )( , (1) 

то говорят, что множество Х удовлетворяет условию регулярно-

сти. 

Определение 2. Если существует точка Xx  такая, что 

 ,)( bbg  (2) 

то говорят, что множество Х удовлетворяет условию регулярно-

сти Слейтера. 

Теорема. Условия регулярности в смысле определения 1 и 

условия регулярности по Слейтеру из определения 2 равносиль-

ны. 

Доказательство. 1) Пусть mi ,1  существуют точки 

Xxi  такие, что iii bbg )( . Построим выпуклую линейную 

комбинацию этих точек: 

).,1(0λ,1λ,λ
11

mixx i

m

i

i

m

i

ii  

Воспользовавшись неравенством Йенсена, получим: 

1 1 1

( ) λ λ ( ) λ .
m m m

i i j j j i j j i i

j j j

g x g x g x b b  

Таким образом, существует точка Xx  такая, что .)( bbg  
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2) Пусть теперь существует точка Xx  такая, что 

.)( bbg  Положим ....21 xxxx m  Тогда из предыдущего 

неравенства имеем:  

).,1()( mibbg iii  

3.3. Условия минимума 

в задаче выпуклого программирования. 

Функция Лагранжа 

Определение. Функция  

 ),)(,()(),( bxgyxfyxL  (1) 

где ,0,0 yXx  называется функцией Лагранжа для задачи 

выпуклого программирования. 

Определение. Пара )ˆ,ˆ( yx  называется седловой точкой 

функции Лагранжа ),( yxL  (рис. 2) на множестве ,0,0 yXx  

если 

1) ;0ˆ,ˆ 0 yXx  

2) )ˆ,()ˆ,ˆ(),ˆ( yxLyxLyxL  для всех .0,0 yXx           (2) 

Замечание. Условие (2) можно записать также в виде: 

 ).,(minmax),(maxmin)ˆ,ˆ(
00 00

yxLyxLyxL
XxyyXx

 (3) 

Теорема. Если пара )ˆ,ˆ( yx  явля-

ется седловой точкой функции Ла-

гранжа на множестве ,0,0 yXx  то 

x̂  — оптимальная точка задачи вы-

пуклого программирования. 

Доказательство. Пусть пара 

)ˆ,ˆ( yx  — седловая точка. Обозначим 

.0)(,)()( Xxxrbxgxr  

С учётом этого и вида функции Ла-

гранжа неравенство (2) запишем в ви-

де: 

 )).(,ˆ()())ˆ(,ˆ()ˆ())ˆ(,()ˆ( xryxfxryxfxryxf  (4) 

 
Рис. 2. Седловая точка 

функции Лагранжа 

y 

х 

L(х,y) 

ˆ ˆ( , )L x y  



22 

 

1) Из левого неравенства в (4) имеем: 

,0))ˆ(,ˆ())ˆ(,( yxryxry  

откуда при y = 0 получаем: 

 .0))ˆ(,ˆ( xry  (5) 

С другой стороны, так как в скалярном произведении ))ˆ(,ˆ( xry  

,0)ˆ(,0ˆ xry  то скалярное произведение неположительное: 

 .0))ˆ(,ˆ( xry  (5 ) 

Из сравнения (5) и (5 ) следует, что 

 .0))ˆ(,ˆ( xry  (6) 

2) Из правого неравенства в (4) с учётом (6) и неравенства 

,0))(,ˆ( xry  которое получается из тех же соображений, что и 

(5 ), имеем: 

.)())(,ˆ()()ˆ( Xxxfxryxfxf  

Это означает, что x̂  — точка глобального минимума. 

Замечание. Условие (6), записанное в виде 

0))ˆ(,ˆ( bxgy , 

называют обычно условием дополняющей нежёсткости. Смысл 

его состоит в следующем: 

1) если ;0)ˆ(то,0ˆ iii bxgy  

2) если .0ˆто,0)ˆ( iii ybxg  

Замечание. Из вида функции Лагранжа (1) и условия (6) 

получаем равенство ),ˆ,ˆ()ˆ( yxLxf то есть значение целевой 

функции )(xf  в оптимальной точке x̂  совпадает со значением 

функции Лагранжа в седловой точке. 

Приведём необходимое и достаточное условие оптималь-

ности в задаче выпуклого программирования. 

Теорема. Пусть в задаче выпуклого программирования 

множество Х обладает свойством регулярности (или свойством 

регулярности Слейтера). Для того чтобы x̂  была оптимальной 

точкой, необходимо и достаточно, чтобы существовала точка 
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0ŷ  такая, чтобы пара )ˆ,ˆ( yx  была седловой точкой функции 

Лагранжа ),( yxL  на множестве .0,0 yXx  

Достаточность условий теоремы следует из предыдущей 

теоремы. 

Необходимость условий теоремы фактически была дока-

зана при рассмотрении общей задачи нелинейного программи-

рования, где множество Х0 было положительным ортантом. Ус-

ловие Слейтера необходимо для того, чтобы в допустимой об-

ласти были внутренние точки. 

3.4. Условия Куна-Таккера для задачи 

выпуклого программирования 

Пусть множество Х0 есть положительный ортант, то есть 

}.0:{0 xxX  

 Тогда рассматриваемая задача выпуклого программирова-

ния примет вид 

 }.0,0)(:{);(min xxgxXxf
Xx

 (*) 

При рассмотрении такой задачи в случае произвольных 

функций f(x) и  g(x) было получено необходимое условие опти-

мальности в форме условий Куна-Таккера. Для задачи выпукло-

го программирования при выполнении условий регулярности 

условия Куна-Таккера будут и необходимыми и достаточными 

условиями оптимальности. 

Теорема. Пусть функции f(x) и g(x) непрерывно дифферен-

цируемы на множестве },0:{0 xxX  множество Х удовле-

творяет условию регулярности (или условию регулярности 

Слейтера). Для того чтобы x̂  была оптимальной точкой, необхо-

димо и достаточно, чтобы существовала точка 0ŷ  такая, что-

бы пара )ˆ,ˆ( yx  была седловой точкой функции Лагранжа ),( yxL  

на множестве 0,0 yx  или чтобы выполнялись условия Ку-

на-Таккера: 
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;0
ˆ

x

L
                  (1) ;0

ˆ

y

L
              (4) 

;0
ˆ

,ˆ
x

L
x               (2) ;0

ˆ
,ˆ

y

L
y            (5) 

;0x̂                     (3) ;0ŷ                 (6) 

где использованы обозначения: 

;,...,;,...,
11

T

m

T

n y

L

y

L

y

L

x

L

x

L

x

L
 

 

.
),(ˆ

;
),(ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

yy
xx

yy
xx

y

yxL

y

L

x

yxL

x

L
 

Замечание. Условия (1) – (6) можно записать в эквивалент-

ной покомпонентной форме: 

);,1(0
ˆ

ni
x

L

i

     (1а) );,1(0
ˆ

mj
y

L

j

    (4а) 

);,1(0
ˆ

ˆ ni
x

L
x

i
i    (2а) );,1(0

ˆ
ˆ mj

y

L
y

j
j  (5а) 

);,1(0ˆ nixi        (3а) ).,1(0ˆ mjy j       (6а) 

Замечание. Если в задаче выпуклого программирования (*) 

положить ,0
nRX  то в (1) – (6) условия (1) – (3) нужно заме-

нить одним условием .0
ˆ

x

L
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4. Задачи для самостоятельного решения 

4.1. Изобразить графически и определить, является ли 

выпуклым множество 

Пример. Рассмотрим множество 
2 2

2 1{ : }x R x x . Для его графического изо-

бражения сначала построим границу множе-

ства — параболу 
2

2 1x x . Неравенству 

2

2 1x x  удовлетворяют точки параболы и 

точки, лежащие выше неё. Это легко прове-

рить, взяв, например, точку (0; 1). 

Данное множество, очевидно, является выпуклым. 

4.1.1. ;a b , где ( 1;3)a , (1;5)b . 

4.1.2. 2

1 2{ : 1}x R x x . 

4.1.3. 2

1 2 1{ : 1, 0}x R x x x . 

4.1.4. 2 2 2

1 2{ : 1}x R x x . 

4.1.5. 2 2 2

1 2{ : 1}x R x x . 

4.1.6. 
2{ : , 1,2}ix R x i . 

4.1.7. 2

1 2{ : 1 3,0 4}x R x x . 

4.1.8. 2

1 2{ : 1 2 , 3 , }x R x t x t t R . 

4.2. Определить, при каких значениях параметра а 

множество М будет выпуклым. 

Пример. Рассмотрим множество  
2 2 2

1 2{ : ( 3 2) 0}M x R x a a x . 

При 
2( 3 2) 0a a  множество М представляет собой 

множество точек параболы 2 2

1 2( 3 2) 0x a a x , ветви которой 

направлены вверх и точки, лежащие выше неё, и является вы-

пуклым. 

х1 

х2 
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При 2( 3 2) 0a a  ветви параболы направлены вниз и 

множество М точек, лежащих выше параболы выпуклым не яв-

ляется. 

Таким образом, искомые значения параметра а являются 

решениями неравенства 2( 3 2) 0a a , а именно, 

( ; 2] [ 1; )a . 

4.2.1. 2 2

1 2 1 2{ : ( ) 0, 1}M x R a x x x x . 

4.2.2. 2 2

1 2 1 2{ : ( ) 0, }M x R a x x x x a . 

4.2.3. 2 2

1 2 1 2{ : ( ) 0, }M x R a x x x x a . 

4.2.4. 2 2

1 2 2 1{ : 1, }M x R x x x ax . 

4.2.5. 12 2 2

2{ : ( 5 6) ( 2) 0}xM x R e a a x a . 

4.2.6. 12 2

2 2 1{ : , }xM x R x e x ax . 

4.3. Исследовать на выпуклость функции многих пере-

менных 

Пример. Рассмотрим функцию 2222 yxyyxxz  в 

области 10;10 yx . Составим матрицу вторых производ-

ных (матрицу Гессе): 

xyx

yxy

zz

zz
H

yyyx

xyxx

2222

2222
. 

Главные угловые диагональные миноры 

022)1( yM , 

04844444
2222

2222 22)2( yxyxxyyx
xyx

yxy
M . 

Так как в области 10;10 yx  главные угловые миноры 

положительны, то исследуемая функция выпукла в этой области. 

4.3.1. 222 ),(;24 Ryxyxxz . 
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4.3.2. 222 ),(;13 Ryxxyxz . 

4.3.3. 222 ),(;22 Ryxyxxz . 

4.3.4. 222 ),(;3)2( Ryxyxz . 

4.3.5. 222 ),(;32 Ryxyxyxz . 

4.3.6. 0,0;/1/1 yxyxz . 

4.3.7. 1,1;322 yxyxyxz . 

4.3.8. 2)1ln( yxyxz ;  yx ,120 . 

4.3.9. 3 xyz ; 2),( Ryx . 

4.3.10. xyeyz 2 ; 11,0 yx . 

4.3.11. yyxxz ; 0,0 yx . 

4.4. Проверить с использованием условий Куна-

Таккера, является ли заданная точка решением задачи вы-

пуклого программирования 

Пример. Проверим, что точка (1; 1) является решением за-

дачи выпуклого программирования: 

min;)1()1( 22 yxz  

;422 yx .0,0;02;02 yxxyyx  

Составим функцию Лагранжа 

)2(ν)2(μ)4(λ)1()1( 2222 xyyxyxyxL . 

Составим условия Куна-Таккера: 

,02νμλ2)1(2 xxLx  

,0νμ2λ2)1(2 yyLy  

0)2νμλ2)1(2( xxxLx x , 

,0ν)μ2λ2)1(2( yyyLy y  

,0422
λ yxL  

,02μ yxL  

,02ν xyL  
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,0)4λ(λ 22
λ yxL  

,0)2μ(μ μ yxL  

,0)2ν(ν ν xyL  

.0ν,0μ0,λ  

Из последних трёх равенств находим .0ν,0μ0,λ  

Подставим ,1x  ;1y  0ν,0μ0,λ  в условия Ку-

на-Таккера: 

,0020102)11(2xL  

,0002102)11(2yL  

,00)20102)11(2(1xLx  

,00)02102)11(2(1yLy  

,02411 22
λL  

,01121μL  

,01121νL  

,0)411(0λ 22
λL  

,0)121(0μ μL  

,0)121(0ν νL  

λ 0, μ 0, ν 0.  

Все условия Куна-Таккера выполнены. Поэтому точка (1; 1) яв-

ляется решением рассматриваемой задачи выпуклого програм-

мирования. 

4.4.1. )0;4(),( yx ;  min;543 22 yxyx  

         .0,0;4 yxyx  

4.4.2. )5,1;5,2(),( yx ;  min;2 22 yxx  

         .0,0,4;0444 22 yxyxyxyx  

4.4.3. )8,1;4,0(),( yx ;  min;82 22 yyxx  

         .0,0,33;42 2 yxyxyx  
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4.5. Решить задачи выпуклого программирования с ис-

пользованием условий Куна-Таккера 

Пример. Решим задачу выпуклого программирования 

.62

,62

min;)3()4( 22

yx

yx

yxz

 

Составим функцию Лагранжа 

)62(μ)62(λ)3()4()μ,λ;,( 22 yxyxyxyxL . 

Вычислим её частные производные и запишем условия Куна-

Таккера: 

 ,0μ2λ)4(2 xLx  (а) 

 ,0μλ2)3(2 yLy  (б) 

 ,062λ yxL  (в) 

 ,062μ yxL  (г) 

 ,0)62(λλ λ yxL  (д) 

 ,0)62(μμ μ yxL  (е) 

 .0μ0,λ  (ж) 

Рассмотрим 4 возможных варианта для множителей Лагранжа: 

)0μ,0λ( , )0μ,0λ( , )0μ,0λ(  и )0μ,0λ( . 

а) Пусть 0μ,0λ . Тогда, разделив, равенство (д) на , а 

равенство (е) — на , получим 

,062yx  (д ) 

 062 yx . (е ) 

В этом случае неравенства (в) и (г) выполняются автоматически 

и их можно пока из рассмотрения исключить. Таким образом, из 

системы (а) – (ж) получаем систему вида: 

 ,0μ2λ)4(2 x  (а) 

 ,0μλ2)3(2 y  (б) 

 ,062yx  (д ) 

 062 yx  (е ) 
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 .0μ0,λ  (ж ) 

Из уравнений (д ) и (е ) находим: .2,2 yx  

Подставляя эти значения в первое и второе уравнения, получаем 

систему 

,2μλ2

,4μ2λ
 

решая которую находим множители Лагранжа 

.2μ,0λ  

Так как это противоречит предположению ,0λ  то данный ва-

риант отбрасываем. 

б) Пусть 0μ,0λ . В этом случае условия Куна-Таккера 

можно записать так: 

 ,0λ)4(2 x  (а) 

 ,0λ2)3(2 y  (б) 

 ,062 yx  (г) 

 ,062yx  (д ) 

.0μ0,λ  

Из первого и второго уравнений получаем: 

,λ5,04x  

.λ3y  

Подставляя эти выражения в уравнение (д ), получим  

.06,1λ  

Проверим выполнение условия (г):  

08,16)λ3()λ5,04(262 yx . 

Таким образом, это условие Куна-Таккера не выполняется, по-

этому переходим к рассмотрению следующего варианта. 

в) Пусть 0μ,0λ . В этом случае условия Куна-Таккера 

можно записать так: 

 ,0μ2)4(2 x  (а) 

 ,0μ)3(2 y  (б) 

 ,062yx  (в) 
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 062 yx , (е ) 

.0μ0,λ  

Из первого и второго уравнений получаем: 

,μ4x  

.μ5,03y  

Подставляя эти выражения в условие (е ), получим .02μ  

Проверим выполнение условия (в): 

0μ246)μ5,03(2μ462yx . 

Остальные условия также выполняются. Поэтому получено ре-

шение задачи: 

2μ5,03;2μ4 yx . 

Значение функции в этой точке 5minzz . 

Задача решена, поэтому последний вариант можно не рас-

сматривать. Однако в учебных целях мы его также рассмотрим. 

г) Пусть 0μ,0λ . В этом случае условия Куна-Таккера 

можно записать так: 

 ,0)4(2 x  (а) 

 ,0)3(2 y  (б) 

 ,062yx  (в) 

 ,062 yx  (г) 

.0μ0,λ  

Из первых двух условий получаем: .3;4 yx  

Легко видеть, что при этих значениях х и у третье и четвёртое 

условия не выполняются. 

Пример. Решим задачу выпуклого программирования 

.0,0

,1

,2

min;)2()3( 22

yx

y

yx

yxz
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Составим функцию Лагранжа 

)1(μ)2(λ)2()3()μ,λ;,( 22 yyxyxyxL . 

Вычислим её частные производные и запишем условия Куна-

Таккера: 

 ,0λ)3(2 xLx  (а) 

 ,0μλ)2(2 yLy  (б) 

 ,0λ)3(2 xxxLx x  (в) 

 ,0μ)λ()2(2 yyyLy y  (г) 

 ,02λ yxL  (д) 

 ,01μ yL  (е) 

 ,0)2(λλ λ yxL  (ж) 

 ,0)1(μμ μ yL  (з) 

 .0μ0,λ0,0, yx  (и) 

Рассмотрим 4 возможных варианта для множителей Лагранжа: 

)0μ,0λ( , )0μ,0λ( , )0μ,0λ(  и )0μ,0λ( . 

а) Пусть 0μ,0λ . В этом случае условия (д) – (з), как 

это было показано в предыдущем примере, можно заменить сле-

дующими: 

 ,02yx  (ж ) 

 01y . (з ) 

 

Тогда условия Куна-Таккера можно записать так: 

 ,0λ)3(2 x  (а) 

 ,0μλ)2(2 y  (б) 

 ,0λ)3(2 xxx  (в) 

 ,0μ)λ()2(2 yyy  (г) 

 ,02yx  (ж ) 

 ,01y  (з ) 

 .0μ0,λ0,0, yx  (и ) 
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Решая систему уравнений 

,02yx  

,01y  

находим .1,1 yx  

Условия (в) и (г) запишутся так: 

,0λ4λ)31(2  

.0μλ2μ)λ()21(2yLy  

Откуда находим 2μ,4λ . Это противоречит условию 

0μ . 

б) Пусть 0μ,0λ . В этом случае условия Куна-Таккера 

можно записать так: 

 ,0λ)3(2 xLx  (а) 

 ,0λ)2(2 yLy  (б) 

 ,0λ)3(2 xxxLx x  (в) 

 ,0λ)2(2 yyyLy y  (г) 

 ,01μ yL  (е) 

 ,02λ yxL  (ж ) 

.0μ0,λ0,0, yx  

Предположим, что .0,0 yx  Третье уравнение разделим на х, 

четвёртое разделим на у и получим систему уравнений 

,0λ)3(2 x  

,0λ)2(2 y  

.02yx  

Решение этой системы: .3λ;5,0;5,1 yx  

Проверяем выполнение условий Куна-Таккера: 

 ,03)35,1(2xL  (а) 

 ,03)25,0(2yL  (б) 

 ,0xLx  (в) 

 ,0yLy  (г) 
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 ,05,015,0μL  (е) 

 ,025,05,1λL  (ж ) 

.0μ0,λ0,0, yx  

Все условия Куна-Таккера выполнены, поэтому получено опти-

мальное решение 

.5,0;5,1 yx  

Значение целевой функции в этой точке .5,4minzz  

г) Вариант 0μ,0λ  можно не рассматривать, так как за-

дача выпуклого программирования имеет единственное реше-

ние. Однако для тренировки рекомендуется исследовать все 

возможные варианты. В данном случае условия Куна-Таккера 

выглядят так: 

,0)3(2 xLx  

,0)2(2 yLy  

,0)3(2 xxLx x  

,0)2(2 yyLy y  

,02λ yxL  

,01μ yL  

,0λ λL  

,0μ μL  

.0μ0,λ0,0, yx  

Система уравнений, составленная из третьего и четвёртого ра-

венств, имеет четыре решения: (0; 0), (0; 2), (3; 0), (3; 2).  

Первое решение противоречит первому и второму условию 

Куна-Таккера.  

Второе решение противоречит первому и шестому усло-

вию Куна-Таккера.  

Третье решение противоречит второму и пятому условию 

Куна-Таккера.  

Четвёртое решение противоречит пятому и шестому усло-

вию Куна-Таккера.  



35 

 

Таким образом, вариант г) должен быть отброшен. 

4.5.1 min;422 22 yxyxz  

     122,82 yxyx . 

4.5.2. min;)2()4( 22 yxz  

      42,3 yxyx . 

4.5.3. max;224 22 yxxyyxz  

      153,122 yxyx . 

4.5.4. min;322 2 yxyz  

      0,0,2,44 yxyxyx . 

4.5.5. max;28 22 yxxyz  

      0,0,8,122 yxyxyx . 

4.5.6. max;20 2yxz  

      0,0,22,0 yxyxyx . 

4.5.7. max;8 22 yxyxz  

      0,0,5,7 yxyyx . 

4.5.8. min;222 yyxz  

      0,0,12,18 yxyyx . 
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