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Ðî¸ 537 (07)
¶Ø¸ 22.33  ó7
¿ 281

Ðñ³ï³ñ³ÏáõÃÛ³Ý ¿ »ñ³ßË³íáñ»É ºäÐ
Æç¨³ÝÇ Ù³ëÝ³×ÛáõÕÇ ·Çï³Ï³Ý ËáñÑáõñ¹Á

¶ñ³Ëáë` ýÇ½Ù³Ã. ·Çï. ¹áÏïáñ, åñáý»ëáñ Úáõ.è. Ð²Îà´Ú²Ü

¾ 281 ´³ñÓñ³·áõÛÝ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ É³µáñ³ïáñ ³ßË³-
ï³ÝùÝ»ñ (Ãí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñ): – ºñ©£ ºäÐ Ññ³ï©,
2010 Ã©, 70 ¿ç£

àõëáõÙÝ³Ï³Ý Ó»éÝ³ñÏÁ ÝíÇñí³Í ¿ §Âí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹-
Ý»ñ¦ ³é³ñÏ³ÛÇ É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇÝ:

Ò»éÝ³ñÏÇ I ¨ II Ù³ë»ñáõÙ ¹Çï³ñÏíáõÙ »Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý
Ãí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ ¨ ÝÏ³ñ³·ñíáõÙ ¿ áñáß Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³-
Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍáõÙÁ Ýñ³Ýó ÙÇçáóáí: III Ù³ëáõÙ µ»ñ-
íáõÙ »Ý C++ É»½íáí ·ñí³Í Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý É³µáñ³ïáñ
³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇ ³Ù÷á÷ Íñ³·ñ»ñÁ:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ ³ßË³ï³ÝùÇó Ñ»ïá ½»ï»Õí³Í »Ý
³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ` ÇÝùÝáõñáõÛÝ ³ßË³ï³ÝùÇ Ñ³Ù³ñ:

Ò»éÝ³ñÏÁ Ý³Ë³ï»ëí³Í ¿ µáõÑ»ñÇ µÝ³·Çï³Ï³Ý
ý³ÏáõÉï»ïÝ»ñÇ áõë³ÝáÕÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ²ÛÝ Ï³ñáÕ ¿ û·-
ï³Ï³ñ ÉÇÝ»É Ù³·Çëïñ³ÝïÝ»ñÇÝ ¨ ³ëåÇñ³ÝïÝ»ñÇÝ,á-
ñáÝù Çñ»Ýó Ñ»ï³½áïáõÃÛáõÝÝ»ñáõÙ ³éÝãíáõÙ »Ý Ãí³ÛÇÝ
Ù»Ãá¹Ý»ñÇ Ñ»ï:
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Ü ² Ê ² ´ ² Ü

ÎÇñ³é³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ Ù»Í Ù³ëÁ (ÇÝÅ»Ý»ñ³Ï³Ý, ïÝï»ë³-
·Çï³Ï³Ý, Ï»Ýë³µ³Ý³Ï³Ý ¨ ³ÛÉÝ), áñáÝó ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ å»ïù ¿
ëï³óí»Ý Ãí³ÛÇÝ ï»ëùáí, µ»ñíáõÙ »Ý Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»-
ñÇ, áñáÝù ¿É Çñ»Ýó Ñ»ñÃÇÝ ÉáõÍíáõÙ »Ý ï³ñµ»ñ Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý Ù»-
Ãá¹Ý»ñáí£

àõëáõÙÝ³Ï³Ý Ó»éÝ³ñÏáõÙ ¹Çï³ñÏíáõÙ »Ý ÑÇÙÝ³Ï³Ý Ãí³ÛÇÝ
Ù»Ãá¹Ý»ñÁ ¨ Ýñ³Ýó ÙÇçáóáí ïñíáõÙ ¿ áñáß Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý
ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍáõÙÁ£

Ò»éÝ³ñÏÁ Ï³½Ùí³Í ¿ 3 Ù³ëÇó£
Ò»éÝ³ñÏÇ I Ù³ëáõÙ ÁÝ¹·ñÏí³Í »Ý 8 É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³Ýù-

Ý»ñª ÝíÇñí³Í Ãí³ÛÇÝ ³Ý³ÉÇ½Ç ³í³Ý¹³Ï³Ý Ñ³ñó»ñÇÝ. ýáõÝÏóÇ³-
ÛÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÁ, ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³-
Ù³Ï³ñ·»ñÇ Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÁ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ Ù»Ãá¹áí, áã ·Í³-
ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÁ, È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³-
óÇáÝ µ³Ý³Ó¨Á, ÜÛáõïáÝÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨»ñÁ, Ãí³ÛÇÝ ³-
Í³ÝóáõÙ, »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý, ÇÝ-
ï»·ñ³ÉÝ»ñÇ Ùáï³íáñ Ñ³ßíáõÙÁ êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨áí:

Ò»éÝ³ñÏÇ II Ù³ëáõÙ ÁÝ¹·ñÏí³Í »Ý É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³Ýù-
Ý»ñª ÝíÇñí³Í ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ãí³ÛÇÝ Ù»-
Ãá¹Ý»ñÇÝ. ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ³Ý³ÉÇïÇÏ Ù»-
Ãá¹Ý»ñÁ, ¾ÛÉ»ñÇ Ù»Ãá¹Á, ¾ÛÉ»ñÇ Ùá¹ÇýÇÏ³óí³Í Ù»Ãá¹Á:

Ò»éÝ³ñÏÇ III Ù³ëáõÙ µ»ñí³Í »Ý C++ É»½íáí ·ñí³Í Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³Ý É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇ ³Ù÷á÷ Íñ³·ñ»ñÁ:

Úáõñ³ù³ÝãÛáõñ É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³ÝùÇó Ñ»ïá µ»ñíáõÙ ¿
ÉáõÍí³Í ïÇå³ÛÇÝ ûñÇÝ³Ï ¨ ïñíáõÙ ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñ ÇÝùÝáõñáõÛÝ
³ßË³ï³ÝùÇ Ñ³Ù³ñ (20-³Ï³Ý ï³ñµ»ñ³ÏÝ»ñ) £

Ò»éÝ³ñÏÁ Ý³Ë³ï»ëí³Í ¿ µáõÑ»ñÇ µÝ³·Çï³Ï³Ý ý³ÏáõÉ-
ï»ïÝ»ñÇ áõë³ÝáÕÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ£ ²ÛÝ Ï³ñáÕ ¿ û·ï³Ï³ñ ÉÇÝ»É Ý³¨
Ù³·Çëïñ³ÝïÝ»ñÇÝ ¨ ³ëåÇñ³ÝïÝ»ñÇÝ£

ÆÝãå»ë »ñ¨áõÙ ¿ Ó»éÝ³ñÏÇ í»ñçáõÙ µ»ñí³Í ·ñ³Ï³ÝáõÃÛ³Ý ó³Ý-
ÏÇó, Ãí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñÇó ÙÇÝã ³ÛÅÙ Ñ³Û»ñ»Ý Ññ³ï³ñ³Ïí³Í »Ý ÁÝ-
¹³Ù»ÝÁ Ù»Ï ¹³ë³·Çñù ¨ Ù»Ï µñáßÛáõñ: ²Ûë ³éáõÙáí ÝáõÛÝå»ë Ñáõ-
ëáí »Ýù, áñ ëáõÛÝ Ó»éÝ³ñÏÇ ÉáõÛë ÁÝÍ³ÛáõÙÁ ³í»Éáñ¹ ãÇ ÁÝÏ³ÉíÇ:

Ò»éÝ³ñÏÇ Ù³ëÝ³·Çï³Ï³Ý ËÙµ³·ñáõÙÝ Çñ³Ï³Ý³óñ»É áõ »ñ-
ñáñ¹ Ù³ëÇ Íñ³·ñ»ñÁ Ï³½Ù»É ¿ ø.ì. úÃ³ñÛ³ÝÁ:

´áÉáñ ¹ÇïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¨ ó³ÝÏáõÃÛáõÝÝ»ñÝª áõëáõÙÝ³Ï³Ý
Ó»éÝ³ñÏÇ Ñ»ï³·³ Ï³ï³ñ»É³·áñÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ßÝáñÑ³Ï³ÉáõÃ-
Û³Ùµ ÏÁÝ¹áõÝí»Ý Ñ»ÕÇÝ³ÏÝ»ñÇ ÏáÕÙÇó£
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Âì²ÚÆÜ ØºÂà¸Üºðàì ÊÜ¸ðÆ
ÈàôÌØ²Ü öàôÈºðÀ

Âí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñáí ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý  ÷áõÉ»ñÝ »Ý.

1. ÊÝ¹ñÇ ¹ñí³ÍùÁ` µáí³Ý¹³Ï³ÛÇÝ Ó¨³Ï»ñåáõÙÁ ¨ ³é³ç³¹ñíáÕ
å³Ñ³ÝçÝ»ñÁ£

2. ÊÝ¹ñÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý Ùá¹»ÉÁ` ËÝ¹ñÇ ¹ñí³ÍùÇ Ù³Ã»Ù³ïÇ-
Ï³Ï³Ý ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝÁ£àñáß ¹»åù»ñáõÙ ³é³ç³ÝáõÙ ¿ ËÝ¹ñÇ
¹ñí³ÍùÇ ×ß·ñïÙ³Ý,·ÉË³íáñ áñáßÇã ÷³ëï»ñÇ ³é³ÝÓÝ³ó-
Ù³Ý, ³ñ¹ÛáõÝùÇ íñ³ ùÇã ³½¹»óáõÃÛáõÝ áõÝ»óáÕ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇ
³Ýï»ëÙ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßïáõÃÛáõÝ£

3. Ð³ßíáÕ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Ç ÁÝïñáõÃÛáõÝÁ: ²ÛÝ Ï³ñ¨áñ ¿ ÏÇñ³é³Ï³Ý
ËÝ¹ÇñÝ»ñ ÉáõÍ»Éáõ Ñ³Ù³ñ,ù³ÝÇ áñ ¿³Ï³Ýáñ»Ý ³½¹áõÙ ¿ ³ñ-
¹ÛáõÝùÇ íñ³£ ÀÝ¹ áñáõÙ ÝáõÛÝ Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Á Ï³ñ»ÉÇ ¿
û·ï³·áñÍ»É ï³ñµ»ñ ÏÇñ³é³Ï³Ý ËÝ¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ,
¨ ÙÇ³Å³Ù³Ý³Ï ÝáõÛÝ ËÝ¹ÇñÁ ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÉáõÍ»É ï³ñµ»ñ Ñ³ß-
íáÕ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Ý»ñáí£ Üß»Ýù áñ, Ù»Ãá¹Ç ÁÝïñáõÃÛáõÝÁ Ù³ëÝ³-
ÏÇáñ»Ý Ï³Ëí³Í ¿ Ý³¨ Ùáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÇó£

4. Ø»Ãá¹Ç ³É·áñÇÃÙÁ` ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ï³ï³ñÙ³Ý ù³ÛÉ»ñÇ
×ß·ñÇï Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõÝÁ£

²É·áñÇÃÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É É»½í³µ³Ý³Ó¨³ÛÇÝ ï»ëùáí:

àñå»ë ûñÇÝ³Ï ¹Çï³ñÏ»Ýù ïñí³Í 





 

2
πxx ³ñ·áõÙ»ÝïÇ Ñ³Ù³ñ

xsin ³ñÅ»ùÁ Ñ³ßí»Éáõ ³É·áñÇÃÙÁ£
ÆÝãå»ë Ñ³ÛïÝÇ ¿ xsin ýáõÝÏóÇ³Ý Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ý»ñÏ³Û³óÝ»É ³ë-

ïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñùÇ ï»ëùáí.

    ...
!n

x...
!

xxxsin
n

n 







12
1

3

12
1

3

²ÝÑñ³Å»ßï ¿ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»É í»ñç³íáñ Ãíáí ·áõÙ³ñ»ÉÇÝ»-
ñáí, áñáÝó ·áõÙ³ñÁ ÏÉÇÝÇ xsin ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ: ÀÝ¹
áñáõÙ, ëË³É³ÝùÁ ÷áùñ ÏÉÇÝÇ ó³ÝÏ³ó³Í 0 ÃíÇó, »Ã» ß³ñùÇ ³Ý-

ï»ëí³Í ³é³çÇÝ ³Ý¹³ÙÇ Ùá¹áõÉÁ ÷áùñ ÉÇÝÇ  -Çó:
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Ø»Ãá¹Ç ³É·áñÇÃÙÁ£ Þ³ñùÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ñ³ßíáõ-
ÙÁ, Ýñ³Ýó ·áõÙ³ñáõÙÁ Ï³ï³ñ»Ýù é»Ïáõñ»Ýï (³Ý¹ñ³¹³ñÓ) µ³-
Ý³Ó¨áí.

    ;,...,n
nn

xuu,xu nn 32
1222

2

11 


 

 :,...,nuss,xs nnn 3211  

²É·áñÇÃÙÇ É»½í³µ³Ý³Ó¨³ÛÇÝ ÝÏ³ñ³·ñáõÃÛáõÝÁ.
êÏÇ½µ

;n,xs,xu 111 

ÎñÏÝáõÃÛ³Ý ëÏÇ½µ
1 nn ;

Ð³ßí»É    ;nn
xuu nn 1222

2

1 
 

Ð³ßí»É ,uss nnn  1 »Ã» ;un 

³å³ ÏñÏÝáõÃÛ³Ý ³í³ñï
;sxsin n

ì»ñç£
5. ¾ÐØ-Ç ÙÇçáóáí ³É·áñÇÃÙÇ Çñ³Ï³Ý³óáõÙ:
6. êï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÇ ³Ý³ÉÇ½£
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Ø ² ê  I

È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 1

üàôÜÎòÆ²ÚÆ ²ðÄºøÜºðÆ Ð²ÞìàôØÀ

¸Çóáõù ïñí³Í ¿  xfy  ýáõÝÏóÇ³Ý  b,a Ñ³ïí³ÍáõÙ: îñá-

Ñ»Ýù  b,a Ñ³ïí³ÍÁ n Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇ` ,khaxk  n,...,k 10 £

²Ûëï»Õ
n

abh 
 : ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ Ñ³ßí»É  xfy  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñ-

Å»ùÝ»ñÁ  b,a Ñ³ïí³ÍÇ h ù³ÛÉáí ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñáõÙ ¨ Í³Ûñ³-

Ï»ï»ñáõÙ:

²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

1. Ð³ßí»É  xfy  ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ  b,a Ñ³ïí³ÍÇ h
ù³ÛÉáí ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñáõÙ ¨ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ:

2. Î³éáõó»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ·ñ³ýÇÏÁ:

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ
Ü»ñÙáõÍ»É n , a , b Ù»ÍáõÃÛáõÝÝ»ñÁ£ ;ax  ;k 0
Ð³ßí»É.

;
n

abh 


ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉ
ÏñÏÝáõÃÛ³Ý ëÏÇ½µ

;khax 

 xfy  ;

1 kk ;

»Ã» nk  , ³å³
ÏñÏÝáõÃÛ³Ý  ³í³ñï;
í»ñç:



7

úðÆÜ²Î

Ð³ßí»É
543850

3820 2





x.

xx.f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ  3531 ,;, Ñ³ï-

í³ÍáõÙ` h ù³ÛÉáí:

ÈàôÌàôØ

ºÃ» ,n 10 ³å³ 40,h  : îñáÑ»Ýù  3531 ,;, Ñ³ïí³ÍÁ n Ñ³í³-

ë³ñ Ù³ë»ñÇ: Ð³ßí»Ýù ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ïñáÑÙ³Ý Ï»ï»ñáõÙ
áõ  3531 ,;, Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ: Ð³ßí³ñÏÇ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ³ñ-

¹ÛáõÝùÝ»ñÁ µ»ñí³Í »Ý  ³ÕÛáõë³ÏáõÙ£

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 1,3 1,7 2,1 2,5 2,9 3,3 3,7 4,1 4,5 4,9 5,3

yi 0,32 0,41 0,52 0,65 0,78 0,92 1,08 1,24 1,41 1,59 1,77

²ÛÅÙ Ï³éáõó»Ýù
543850

3820 2





x.

xx.y ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ·ñ³-

ýÇÏÁª ë³ÑáõÝ ÙÇ³óÝ»Éáí Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý Ï»ï»ñÁ£

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

º¼ð²Î²òàôÂÚàôÜ. üáõÝÏóÇ³Ý ÙáÝáïáÝ ³×áõÙ ¿  3531 ,;, ÙÇ-

ç³Ï³ÛùáõÙ:
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²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

N f(x) a b h

1
x,

x
2501

2


1,1 3,1 0,2

2 x
x.x

21
303




2.05 3.05 0.1

3 32
2

x
e x





0 1.6 0.16

4 x
xcos

31

2




-1 0 0.1

5 xsinx  41 0.1 0.8 0.07

6 31

xe
x

1.4 2.4 0.1

7 122  xe x 0.25 2.25 0.2

8 ( ) s i n ( 1e x x  ) 1.8 2.8 0.1

9 2
23

3xtgx 
 0.1 0.9 0.08

10 )xln(x 23132  -0.1 0.9 0.1

11
2

33 2 xcosx 
 1 2.5 0.15

12
3( 4 7 ) s i n ( 1 )x x  0 7 0.7

13 )xx(e x 331
2

 0 2 0.2

14 2

3

x1
8x3x


 0 1.7 0.17

15 






 




2
eeshxx2sh

xx

0 1.2 0.12

16 






 






2
eechx

2
xch

xx

0.5 1.5 0.1

17 x

3

e1
x2x




-0.2 0.8 0.1

18
2
x3sinx21 2 2 4 0.2

19
2

xcos5x3 2 
 0.5 1.5 0.1

20
3 3xearccos  0.2 0.5 0.03
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 2

¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ Ð²Ø²Î²ð¶Æ
Øàî²ìàð ÈàôÌàôØÀ ¶²àôê-Äàð¸²ÜÆ ØºÂà¸àì

¶Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ n -ñ¹ Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÁÝ¹Ñ³-

Ýáõñ ¹»åùáõÙ áõÝÇ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ.

,

,hxa...xa...xaxa
...........................................................

,hxa...xa...xaxa
..............................................................
,hxa...xa...xaxa

nnnnjnjnn

ininjijii

nnjij




















2211

2211

11212111

(1)

Ï³Ùª i

n

j
jij hxa 

1
 n,i 1 :

n ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇó n ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ (1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á

ÉáõÍ»Éáõ Ñ³Ù³ñ, áñÇ áñáßÇãÁ ½ñá ã¿ ,Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÏÇñ³é»É ³Ûëå»ë
Ïáãí³Í Åáñ¹³ÝÛ³Ý ³ñï³ùëáõÙÝ»ñÁ:

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ nj x,...,x,...,x1 n ³ÝÏ³Ë ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñáí

mj y,...,y,...,y1 m ·Í³ÛÇÝ Ó¨»ñÇ Ñ»ï¨Û³É  Ñ³Ù³Ï³ñ·Á.

)n,i(xa...xa...xaxay ninjijiii 12211  (2)

(2) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á  Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·ñ»É ³ÕÛáõë³ÏÇ ï»ëùáí.

ns x........x........xx 21

mnmrmmm

yrnrsrrr

ns

a...a...aay
.....................

a...a...aay
.....................
a...a...aay

21

21

1112111







(3)

¸Çóáõù å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ (3) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç r -ñ¹ Ñ³í³ë³ñáõÙÇó

·ïÝ»É sx ÷á÷áË³Ï³ÝÁ, ÇëÏ ³ÛÝáõÑ»ï¨ ï»Õ³¹ñ»É ëï³óí³Í ³ñ-

ï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÙÝ³ó³Í µáÉáñ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ù»ç£
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(3) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ³Û¹åÇëÇ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ ÏáãíáõÙ ¿ rsa Éáõ-

ÍáÕ ï³ññáí Åáñ¹³ÝÛ³Ý ³ñï³ùëÙ³Ý ù³ÛÉ£
²Û¹ Ó¨³÷áËáõÃÛáõÝÁ Ñ³ñÙ³ñ ¿ Ï³ï³ñ»É, û·ïí»Éáí (3) ³ÕÛáõ-

ë³ÏÇó, áñÝ ¿É Çñ Ñ»ñÃÇÝ Ó¨³÷áËíáõÙ ¿ Ù»Ï áõñÇß ³ÕÛáõë³ÏÇ Ñ»-
ï¨Û³É Ï³ÝáÝáí.

1. ÈáõÍáÕ ï³ññÁ ÷áË³ñÇÝíáõÙ ¿ 1-áí (ÉáõÍáÕ ëÛáõÝ³ÏÇ í»ñ¨áõÙ
·ñíáõÙ ¿ ry ÇëÏ ÉáõÍáÕ ïáÕÇ Ùáï sx )£

2. ÈáõÍáÕ ëÛáõÝ³ÏÇ ( s -ñ¹) ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁ ÙÝáõÙ »Ý ³Ý÷á÷áË£

3. ÈáõÍáÕ ïáÕÇ ( r -ñ¹) ÙÝ³ó³Í ï³ññ»ñÁ ÷áËáõÙ »Ý ÙÇ³ÛÝ Çñ»Ýó

Ýß³ÝÁ£

4. ÈáõÍáÕ ëÛáõÝ³ÏÇÝ Ï³Ù ïáÕÇÝ ãå³ïÏ³ÝáÕ ï³ññ»ñÁ Ñ³ßííáõÙ

»Ý Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí.  sjriaaaab isrjijrsij  , , Ï³Ù Ñ»-

ï¨Û³É ëË»Ù³Ûáí

5. Üáñ ³ÕÛáõë³ÏÇ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ µ³Å³ÝíáõÙ »Ý rsa ÉáõÍíáÕ ï³ñ-

ñÇ íñ³(ëïáñ¨ ¹³ Ýßí³Í ¿ ³ÙµáÕç ³ÕÛáõë³ÏÇ ëÇÙíáÉÇÏ µ³Å³-
ÝáõÙáí rsa -Ç íñ³)

aa

aa

rsrj

is
ij



-

1x ...x2 ...yr nx







m

s

y
...

x
...

y1

: rsa (4)

mnmsmm

rrnrr

ns

babb

aaa

babb

......
...................

...1...
..................

......

21

21

111211
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²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

¶ïÝ»É ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ ¶³áõë-
Äáñ¹³ÝÇ Ù»Ãá¹áí Ï³Ù Ñ³Ùá½í»É Ýñ³ ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇáõÃÛ³Ý Ù»ç:

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ
¶ñ»Ýù (1) Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí.
¨ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù ³ÛÝ ³ÕÛáõë³Ïáí:

haaa

haaa

haaa
xxx

nnnnn

iinii

n

n

..
..............

..
..............

...

...







21

21

111211

21

0

0

0
1

(5)

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ë
ÎñÏÝáõÃÛ³Ý  ëÏÇ½µ
²ÕÛáõë³ÏáõÙ ÁÝïñ»Ýù ³½³ï ³Ý¹³ÙÝ»ñÇ ëÛáõÝ³ÏáõÙ ã·ïÝíáÕ

áñ¨¿ ½ñáÛÇó ï³ñµ»ñ ÉáõÍáÕ ï³ññ,(»Ã» ÑÝ³ñ³íáñ ¿, ³å³ Ñ³ñÙ³ñ
¿ áñå»ë ÉáõÍáÕ ï³ññ í»ñóÝ»É 1-Ç Ñ³í³ë³ñ ï³ññ): Î³ï³ñ»Ýù
ÁÝïñí³Í ÉáõÍáÕ ï³ññáí Åáñ¹³ÝÛ³Ý ³ñï³ùëÙ³Ý ù³ÛÉ: ²ñ¹ÛáõÝ-
ùáõÙ Ïëï³Ý³Ýù ³ÕÛáõë³Ï,áñÇ Ó³Ë Ù³ëáõÙ ÏÑ³ÛïÝíÇ ÙÇ áñáß jx ,

ÇëÏ ëÛáõÝ³ÏÇ í»ñ¨áõÙ` 0: æÝçáõÙ »Ýù ³Û¹ ëÛáõÝ³ÏÁ (³ÛëÇÝùÝ Ý³Ë-
ÏÇÝ ÉáõÍáÕ ëÛáõÝ³ÏÁ):

ÎñÏÝáõÙ »Ýù 2 ·áñÍáÕáõÃÛáõÝÁ ³ÛÝù³Ý ³Ý·³Ù, ÙÇÝã¨ áñ µáÉáñ

jx -»ñÁ Ñ³ÛïÝí»Ý ³ÕÛáõë³ÏÇ Ó³Ë Ù³ëáõÙ, ³ÛëÇÝùÝ ÙÇÝã¨ ëï³-

Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É ³ÕÛáõë³ÏÁ.
1

nn bx
............

bx
bx






22

11

ÎñÏÝáõÃÛ³Ý ³í³ñï£
àñÇó ¿É ëï³ÝáõÙ »Ýù ÉáõÍáõÙÁ` nn bx,....,bx,bx  2211 :

ì»ñç£
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úðÆÜ²Î

¶ïÝ»É

















062233
0124358

06234
0422

4321

4321

4321

4321

xxxx
,xxxx

,xxxx
,xxxx

Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ ¶³áõë-Äáñ¹³ÝÇ Ù»Ãá¹áí:

ÈàÈÌàÈØ.
1. ¶ñ»Ýù ïñí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí.

622330
1243580
621340
411220
14321






xxxx

Î³ï³ñ»Éáí 114 a ÉáõÍáÕ ï³ññáí Åáñ¹³ÝÛ³Ý ³ñï³ùëÙ³Ý Ù»Ï

ù³ÛÉ ¨ ³ÛÝáõÑ»ï¨ çÝç»Éáí 0 ¹³ñÓ³Í ãáññáñ¹ ëÛáõÝ³ÏÁ Ïëï³Ý³Ýù.

20110
41300
21100
4122
1

4

321




x

xxx

2. Ð³çáñ¹ ù³ÛÉÁ ÏÏ³ï³ñ»Ýù ÉáõÍáÕ »ñÏñáñ¹ ïáÕÇ ¨ »ññáñ¹
ëÛáõÝ³ÏÇ Ñ»ï:

ºññáñ¹ ëÛáõÝ³ÏÁ çÝç»Éáõó Ñ»ïá Ïëï³Ý³Ýù.

2110
2200
210
212
1

3

4

21







x
x

xx

3. ºññáñ¹ ù³ÛÉÁ` Ï³ï³ñí³Í ÉáõÍáÕ ãáññáñ¹ ïáÕÇ ¨ »ñÏñáñ¹
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ëÛáõÝ³ÏÇ Ñ»ï, µ»ñáõÙ ¿ Ñ»ïÛ³É ³ÕÛáõë³ÏÇÝ.

21
220
01
01
1

2

3

4

1







x

x
x

x

4.  âáññáñ¹ ù³ÛÉÇó Ñ»ïá í»ñçÝ³Ï³Ý³å»ë ·ïÝáõÙ »Ýù.

1
1
1
1
1

2

1

3

4







x
x
x
x

áñï»ÕÇóª x1 =1, x2 =1, x3 = -1, x4 = -1£
¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ. »Ã» Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç áñáßÇãÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ ½ñáÛÇ

(³ÛëÇÝùÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á Ï³Ù ³ÝÑ³Ù³ï»Õ»ÉÇ ¿ Ï³Ù áõÝÇ ³ÝÃÇí µ³½-
ÙáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ, ÇÝãÁ å³ñ½íáõÙ ¿ ÉáõÍÙ³Ý ÁÝÃ³óùáõÙ), ³å³
Ñ³ßí³ñÏÝ»ñÇ ³ñ¹ÛáõÝùáõÙ Ïëï³óíÇ ÙÇ Çñ³íÇ×³Ï, »ñµ áñáß xj-»ñ
ÏÙÝ³Ý (5) ³ÕÛáõë³ÏÇ í»ñ¨áõÙ,ÇëÏ Ó³Ë Ù³ëáõÙª ½ñáÝ»ñ ¨ ÑÝ³ñ³-
íáñ ãÇ ÉÇÝÇ ÁÝïñ»É ÉáõÍáÕ ï³ññ,ù³ÝÇ áñ µáÉáñ ï³ññ»ñÁ ½ñá-
Û³Ï³Ý ïáÕ»ñáõÙ ½ñáÝ»ñ »Ý£ ºÃ» ³Û¹ ¹»åùáõÙ ïáÕ»ñÇ ³½³ï ³Ý-
¹³ÙÝ»ñÝ ¿É »Ý Ñ³í³ë³ñ ½ñáÛÇ, ³å³ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á áõÝÇ ³ÝÃÇí µ³½-
ÙáõÃÛ³Ùµ ÉáõÍáõÙÝ»ñ: Ð³Ï³é³Ï ¹»åùáõÙ Ñ³Ù³Ï³ñ·Á ÉáõÍáõÙ ãáõÝÇ:

Üß»Ýù, áñ ÝÏ³ñ³·ñí³Í Ù»Ãá¹Á Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÏÇñ³é»É Ý³¨ áõÕ-
Õ³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ Ñ³Ù³Ï³ñ·»ñÇ(Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÃÇíÁ Ñ³í³ë³ñ ã¿
³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ ÃíÇÝ) ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ:
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²è²æ²¸ð²ÜøÜºð
ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

N A H N A H N A H

1

2 2 -1  1
4 3 -1  2
8 5 -3  4
3 3 -2  2

4
6

12
6

2

2   3   11  5
1   1    5 2
2   1    3 2
1   1    3 4

2
1
-3
3

3

2   5   4 1
1   3   2 1
2  10   9  7
3   8    9 2

20
11
40
37

4

2 -1   0  1
2    3   1  3
3    4 -1  2
1    3   1  1

-3
-6
8
-5

5

1 1 -6 4
3 -1 -6 -4
2 3 9 2
3 2 3 8

6
2
4
-4

6

7   9   4 2
2 -2   1 1
5   6   3 2
2   4   1 1

2
6
3
0

7

1   1   2    3
3 -1 -1 -2
3 -1 -1   2
1   2    3  1

1
-4
-6
-4

8

2 -1 -6   3
7 -4   2  15
1 -2 - 4  9
1 -1   2 -6

-1
-7
3
-4

9

2   1   4 8
1   3 -6 2
3 -2   2 -2
3 -7 18 2

-1
3
8
4

13

1 -2 -1   3
2 -4 -2   6
2   1   0   1
3 -5  1   4

5
10
20
15

14

4 -3 -7   1
2   3 -2 -5
1 -1 -1   0
2 -2    3   1

6
4
2
3

15

2   3   4 1
1   1   7 1
3   2   1 5
1   3   4   2

2
6
8
-3

16

1   3   5   7
3   5   7   1
5   7   1   3
7   1   3   5

12
0
4

16
17

3   3   5   1
3   5   3   1
3   5   1   3
0   2 -2 0

2
-3
-3
-5

18

3 -1   1
4    2 -7
1 -1    5
7 -3    7

0
0
-6
-6

19
1   1    1  1
0   1   1   1
1   2   3   0
0    1   2  3

0
-1
0
-2

20
1   2 -1   3
2 -1 -1  1
1   3   2   0
0   2   1 -3

8
5
-1
-7
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 3

àâ ¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàÆØÜºðÆ Øàî²ìàð ÈàÆÌàôØÀ

àã ·Í³ÛÇÝ Ñ³í³ë³ñÙ³Ý áñ¨¿ ³ñÙ³ïÇ ×ß·ñÇï ³ñÅ»ùÁ ·ïÝ»-
ÉÁ ÑÝ³ñ³íáñ ¿ ÙÇ³ÛÝ áñáß Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñáõÙ, ÁÝ¹ áñáõÙ ÝáõÛ-
ÝÇëÏ ³Û¹ ¹»åù»ñáõÙ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ áñáßÙ³Ý µ³Ý³Ó¨»ñÁ ëáíáñ³-
µ³ñ ÉÇÝáõÙ »Ý µ³í³Ï³ÝÇÝ Í³í³ÉáõÝ (ûñÇÝ³Ï, »ññáñ¹ ¨ ãáññáñ¹
³ëïÇ×³ÝÇ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ³ñÙ³ïÝ»ñÇ µ³-
Ý³Ó¨»ñÁ) ¨ Ýñ³ÝóÇó û·ïí»ÉÁ Ï³åí³Í ¿ ÉÇÝáõÙ ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ
Ñ»ï£ ²Û¹ å³ï×³éáí, Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñ ÉáõÍ»ÉÇë É³ÛÝáñ»Ý û·ï³-
·áñÍíáõÙ »Ý Ùáï³íáñ Ù»Ãá¹Ý»ñ, áñáÝù ÃáõÛÉ »Ý ï³ÉÇë ëï³Ý³É
Ùáï³íáñ  ÉáõÍáõÙÁ  å³Ñ³ÝçíáÕ  ×ßïáõÃÛ³Ùµ£

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ f(x)=0 Ñ³í³ë³ñáõÙÁ,áñï»Õ f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý
áñáßí³Í ¿ ¨ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ÇÝã-áñ Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ³ÛÝï»Õ Ýñ³ ³é³çÇÝ
¨ »ñÏñáñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ ³ÝÁÝ¹Ñ³ï »Ý£ îñí³Í Ñ³í³ë³ñ-
Ù³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñÁ y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ½ñáÝ»ñÝ »Ý ¨ »ñÏñ³ã³÷áñ»Ý
Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý Ýñ³ ·ñ³ýÇÏÇ ¨ Ox ³é³ÝóùÇ Ñ³ïÙ³Ý  Ï»ï»ñÁ£

¸Çï³ñÏ»Ýù f(x)=0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Çñ³Ï³Ý ³ñÙ³ïÝ»ñÇ ó³Ý-
Ï³ó³Í ïñí³Í ×ßïáõÃÛ³Ùµ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ áñáÝÙ³Ý ËÝ¹Ç-
ñÁ£ ÊÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ 2 ÷áõÉÇó.

1) ³ñÙ³ïÇ ³é³ÝÓÝ³óáõÙÁ,³ÛëÇÝùÝ y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáß-
Ù³Ý ïÇñáõÛÃÇÝ å³ïÏ³ÝáÕ ³ÛÝåÇëÇ [a,b] Ñ³ïí³ÍÇ áñáßáõÙÁ, áñ-
ï»Õ ·ïÝíáõÙ ¿ f(x)=0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»Ï ¨ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ³ñÙ³ï:

2) ²ñÙ³ïÇ ³ñÅ»ùÇ Ñ³ßíáõÙÁ ïñí³Í ×ßïáõÃÛ³Ùµ£
²ñÙ³ïÇ ³é³ÝÓÝ³óáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ Ï³ï³ñ»É ÇÝãå»ë ³Ý³ÉÇïÇ-

Ïáñ»Ý, ³ÛÝå»ë ¿É ·ñ³ýÇÏáñ»Ý£ àñå»ë½Ç [a,b] Ñ³ïí³ÍáõÙ f(x)=0
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ áõÝ»Ý³ Ù»Ï ³ñÙ³ï µ³í³ñ³ñ »Ý Ñ»ï¨Û³É  »ñÏáõ
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ.

³) Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ï»ñáõÙ ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ ï³ñµ»ñ Ýß³Ý-
Ý»ñ, ³ÛëÇÝùÝ f(a)f(b)<0,

µ) ýáõÝÏóÇ³Ý ÙáÝáïáÝ ¿, ³ÛëÇÝùÝ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÁª )(xf  -Á

Ýß³ÝÁ  ãÇ ÷áËáõÙ ³Û¹ Ñ³ïí³ÍáõÙ£
²ñÙ³ïÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ ÏÇñ³é»Ýù Ñ³Ù³Ïó³Ï³Ý Ù»Ãá¹Á,

áñÝ Áëï ¿áõÃÛ³Ý É³ñ»ñÇ ¨ ßáß³÷áÕÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Ý»ñÇ ÙÇ³íáñáõÙÝ ¿£
Üß»Ýù, áñ É³ñ»ñÇ Ù»Ãá¹áí Ñ³ßí³ñÏíáÕ cn Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ
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Ó·ïáõÙ »Ý x0 ³ñÙ³ïÇÝ ÏáñÇ ·á·³íáñáõÃÛ³Ý ÏáÕÙÇó, ÇëÏ ßáß³-
÷áÕÝ»ñÇ Ù»Ãá¹áí Ñ³ßí³ñÏíáÕ dn Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÁª ÏáñÇ áõ-
éáõóÇÏáõÃÛ³Ý ÏáÕÙÇó (ï»ë ÝÏ. 1)£ ÀÝ¹ áñáõÙ Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ Ùá-
ï³íáñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ áõÝ»Ýù.

cn<x0<dn »Ã» ,(x)f(x)f 0

dn<x0<cn, »Ã» :0 (x)f(x)f

ÜÏ. 1

Ð»ï¨³µ³ñ«Ñ³Ù³Ïó»Éáí ³Û¹ 2 Ù»Ãá¹Ý»ñÁ ¨ h³çáñ¹³µ³ñ áñá-
ß»Éáí cn ¨ dn Ãí»ñÁ« Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ ù³ÛÉáõÙ »ñÏáõ ÏáÕÙÇó Ý»Õ³ó-
ÝáõÙ »Ýù Ñ³ïí³ÍÁ, áñÇ Ý»ñëáõÙ ·ïÝíáõÙ ¿ x0 ³ñÙ³ïÁ: ¶áñÍÁÝ-

Ã³óÝ ÁÝ¹Ñ³ïáõÙ »Ýù, »ñµ c-d nn <, áñï»Õ -Á Ùáï³ñÏÙ³Ý

ïñí³Í ×ßïáõÃÛáõÝÝ ¿£ àñå»ë ³ñÙ³ïÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ù ëáíáñ³-
µ³ñ í»ñóÝáõÙ »Ý Ñ³ïí³ÍÇ ÙÇçÝ³Ï»ïÁ, ³ÛëÇÝùÝ x =(cn+dn )/2, ³ÛÝ-

å»ë áñ x0- x  dn-cn<  £

²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

1. ²é³ÝÓÝ³óÝ»É f(x)=0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÁ ·ñ³ýÇÏ³Ï³Ý »Õ³-

Ý³Ïáí£

2. Ð³ßí»É Ñ³Ù³Ïó³Ï³Ý Ù»Ãá¹áí áñáÝ»ÉÇ ³ñÙ³ïÁ =10-4 ×ßïáõ-
ÃÛ³Ùµ£

²È¶àðÆÂØ
¸Çóáõù [a,b] Ñ³ïí³ÍáõÙ f(x)=0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÝ ³é³ÝÓ-

Ý³óí³Í ¿ £
êÏÇ½µ

n=1:
àñáß»É (x)f(x)f  ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛ³Ý Ýß³ÝÁ  [a,b]  Ñ³ïí³ÍáõÙ

»Ã» 0 (x)f(x)f ,  ³å³ c0=a, d0=b ;

»Ã» 0 (x)f(x)f , ³å³ d0=a, c0=b ;

ЭП.1
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[cn-1,d n-1]-Á Ï³Ù [dn-1,cn-1]-Á (n-1)-ñ¹   Ñ³ïí³ÍÝ  ¿£
Ð³ßí»É f(cn-1),f(dn-1),f ‘(dn-1) ¨ cn, dn Ãí»ñÁª
ÏñÏÝáõÃÛ³Ý ëÏÇ½µ

;
)(f)(f
))((f

cd
cdccc
nn

nnn
nn

11

111
1




 


 :

)('f
)(f

d
ddd

n

n
nn

1

1
1




 

ºÃ» |cn-dn|   , ³å³ n=n+1 ¨  ³ÝóáõÙ ÏñÏÝáõÃÛ³ÝÁ,
ºÃ» |cn-dn|<  , ³å³
ÏñÏÝáõÃÛ³Ý  ³í³ñï£

x =
2

nn dc 
;

ì»ñç£

úðÆÜ²Î

¶ïÝ»É 012 
x

xln Ñ³í³ë³ñÙ³Ý  ³ñÙ³ïÇ Ùáï³íáñ  ³ñÅ»ùÁ

410 ×ßïáõÃÛ³Ùµ£ àõÝ»Ýù
x

xln)x(f 12  :

0)x(f Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ý»ñÏ³Û³óÝ»Ýù
x

xln 12  ï»ëùáí: Î³-

éáõó»Ýù xlny 2 ¨
x

y 1
 ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ·ñ³ýÇÏÝ»ñÁ (ï»ë ÝÏ. 2):

¸Åí³ñ ã¿ ÝÏ³ï»É,áñ ïñí³Í Ñ³í³ë³-
ñáõÙÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ï ³ñÙ³ï, áñÁ å³ïÏ³-
ÝáõÙ ¿ [1,2] Ñ³ïí³ÍÇÝ£

Æñáù.
³) f(1)=2ln1-1=-1<0,

f(2)=2ln2-0.5 0,8863>0, f(1)f(2)< 0;

µ) f (x)= 2
12
xx

 >0, »ñµ x[1,2] f (x)=- 32
22
xx

 :

Ð»ï¨³µ³ñ 0 (x)f(x)f , d0=a=1, c0=b=2 £

²É·áñÇÃÙÇ ÙÝ³ó³Í ù³ÛÉ»ñáõÙ ëï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ µ»ñ-
í³Í »Ý  ³ÕÛáõë³Ï 1-áõÙ£

²É·áñÇÃÁ ³í³ñïíáõÙ ¿ »ññáñ¹ ù³ÛÉÇó Ñ»ïá, ù³ÝÇ áñ

 5
33 1020.cd ¨ ³ñÙ³ïÇ ëï³óí³Í Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ ¿ª

x=1,42153:
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²ÕÛáõë³Ï 1

n cn dn f(cn) f(dn)

0
1
2
3

2
1.53014
1.42577
1.42154

1
1.33333
1.41800
1.42152

0.88629
0.19718
0.00805

-1
-0.17464
-0.00671

²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

1. 022  xlnxx
2.   0222  xlgx

3. 081264  xxx
4. 0322 2  xx

5. 01323  xx
6. 0502  .arctagxx

7. 022  xxe x

8. 0280 2  xx.ctg

9. 0155  xx
10. 03418 35  xx
11.   02 2  xex

12. 052
2

xxe
13. 0112 23  xx

14. 0432
2

 xe x

15. 02112  x.cosx
16. 01232  xsinx
17.   050 2  xsin.x

18. 0163 23  xxx
19. 023  xcosx
20. 0280  xx.tg
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 4

È²¶ð²ÜÄÆ ÆÜîºðäàÈ²òÆàÜ ´²Ü²ÒºìÀ

ÆÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý` ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÙÇç³ÝÏÛ³É ³ñÅ»ùÝ»ñÇ áñá-
ßáõÙÝ ¿ Áëï Ýñ³ ïñí³Í ÙÇ ß³ñù  ³ñÅ»ùÝ»ñÇ:

¸Çóáõù [a,b] Ñ³ïí³ÍÇ x0,x1,….,xn Ï»ï»ñáõÙ Ñ³ÛïÝÇ »Ý áñ¨¿ f(x)
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁª y0=f(x0),y1= f(x1),...., yn= f(xn):

ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ áñáß»É f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÁ ïñí³Í Ï»ï»ñÇ
Ñ»ï ãÑ³ÙÁÝÏÝáÕ x [a,b]  Ï»ïáõÙ:

²í»ÉÇ ëïáõÛ·, f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÙ³Ý ËÝ¹ñáõÙ å³-
Ñ³ÝçíáõÙ ¿ Ï³éáõó»É áñáß³ÏÇ ¹³ëÇ å³ïÏ³ÝáÕ F(x) ýáõÝÏóÇ³, áñÁ
ïñí³Í xi Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ÝáõÛÝ yi=f(xi) ³ñÅ»ùÝ»ñÁ, ÇÝã áñ ¨
f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý.F(xi) = yi (i=0,1,....,n):

²Û¹ ¹»åùáõÙ, x [a,b]  Ï»ïáõÙ  Ñ³Ù³ñáõÙ »Ý f(x)F(x):
x0,x1,….,xn Ï»ï»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñ,

ÇëÏ F(x) ýáõÝÏóÇ³Ýª ÇÝï»ñåáÉ³óÝáÕ ýáõÝÏóÇ³:
êáíáñ³µ³ñ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ ýáõÝÏóÇ³Ý ÷ÝïñáõÙ »Ý Ln(x)ªn-Á

ã·»ñ³½³ÝóáÕ ³ëïÇ×³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÇ Ù»ç, áñáÝù µ³í³ñ³-
ñáõÙ  »Ý

Ln(x0)=y0=f(x0),Ln(x1)=y1=f(x1),...,Ln(xn)=yn=f(xn) (1)

å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ£ ¶áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ÙÇ³ÛÝ Ù»Ïª n-Á ã·»ñ³½³ÝóáÕ ³ëïÇ-
×³ÝÇ Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³Ù,áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ µáÉáñ (1) å³ÛÙ³ÝÝ»-
ñÇÝ£(1) å³ÛÙ³ÝÝ»ñáí áñáßíáÕ Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ ÇÝï»ñ-
åáÉ³óÇáÝ  µ³½Ù³Ý¹³Ù (f(x)-Ç Ñ³Ù³ñ), ÇëÏ Ýñ³ Ï³éáõóÙ³Ý µ³-
Ý³Ó¨»ñÁ` Çï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨»ñ:

y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áË³ñÇÝáõÙÁ Çñ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý-
¹³Ùáí`

f(x) Ln(x),x[a,b] (2)

ÏáãíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  Çï»ñåáÉ³óÇ³ (Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý):
Æï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁª y=f(x) ÏáñÇ ÷áË³-

ñÇÝáõÙÝ ¿ y=Ln(x) å³ñ³µáÉáí (n-ñ¹ Ï³ñ·Ç),áñÝ ³ÝóÝáõÙ ¿ ïñí³Í
(x0; y0), (x1; y1),....., (xn; yn) Ï»ï»ñáí:

ì»ñÁ µ»ñí³Í (2) µ³Ý³Ó¨Á Ñ³Ù³ñíáõÙ ¿ Çï»ñåáÉ³óÇáÝ, »Ã»
x[x0;xn], ³ÛëÇÝùÝ Ï»ïÁ ·ïÝíáõÙ ¿ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÇ
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ÙÇç¨, ÇëÏ »Ã» x[x0;xn], ³ÛëÇÝùÝ Ï»ïÁ ·ïÝíáõÙ ¿ Ñ³ïí³ÍÇó ¹áõñë,
³å³ (2) µ³Ý³Ó¨Á ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ¿ùëïñ³åáÉ³óÇáÝ:

¸Çóáõù ïñí³Í »Ý x0,x1,….,xn Çñ³ñÇó ï³ñµ»ñ Ï»ï»ñÁ [a,b]
Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ  ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ.

y0= f(x0), y1= f(x1),...., yn= f(xn ):
àñáß³ÏÇáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ »ÝÃ³¹ñ»Ýù, áñ x0<x1<….<xn: Î³éáõ-

ó»Ýù n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ« áñÁ ïñí³Í n+1 Çï»ñ-
åáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ ÝáõÛÝ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ« ÇÝã áñ ¨
ïñí³Í  ýáõÝÏóÇ³Ý, ³ÛëÇÝùÝ

Ln(xi) = yi, i= 0,1,2,…..,n (3)
¸ñ³ Ñ³Ù³ñ Ý³Ëûñáù Ï³éáõó»Ýù n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ûÅ³Ý¹³Ï

µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñ

       
     n,...,,,i

)xx...(xxxx)...xx(xx
)xx...(xxxx)...xx(xxxP
niiiiiii

niii
n 210

1110

1110 







 (4)

¸Åí³ñ ã¿ Ñ³Ùá½í»É, áñ   xP i
n µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ik,xx k  ¹»å-

ùáõÙ í»ñ³ÍíáõÙ ¿ 0-Ç, ù³ÝÇ áñ Ñ³Ù³ñÇãáõÙ ³ñï³¹ñÇãÝ»ñÇó Ù»ÏÁ
ÏÉÇÝÇ   0 kk xx , ÇëÏ ixx  ¹»åùáõÙ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñí³ë³ñ ¿ 1-Ç,

³ÛëÇÝùÝ

  








:ik,
,ik,

xP k
i

n »Г»

»Г»

1
0

(5)

²ÛÅÙ ·ñ»Ýù Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí.

Ln(x)=  


n

i
i

i
n y)x(P

0

=
   0
0 yxPn

    ...yxPn 1
1    n

n
n yxP =

= 



0
010

1 y
)xx)...(xx(

)xx)...(xx(
n

n 

 ...y

)xx)...(xx)(xx(
)xx)...(xx)(xx(
n

n
1

12101

20

n
nnn

n y
)xx)...(xx(

)xx)...(xx(
10

10








 : (6)

Ln(x)-Á n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ µ³½Ù³Ý¹³Ù ¿, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (3)
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ ¨ ³Û¹åÇëáí ïñí³Í ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ ËÝ¹ñÇ
ÉáõÍáõÙÝ ¿: Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÏáãíáõÙ ¿ È³·ñ³ÝÅÇ  Çï»ñåáÉ³óÇáÝ

µ³½Ù³Ý¹³Ù, ÆëÏ   xP i
n µ³½Ù³Ý¹³ÙÝ»ñÁ È³·ñ³ÝÅÇ ·áñÍ³ÏÇó-

Ý»ñ: Î³ï³ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É Ýß³Ý³ÏáõÙÁ.

  :)xx)...(xx)(xx(x nn   101
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Î³ñáÕ »Ýù ·ñ»É.

∑
0 1

1

ω
ωn

i ini

n
in )x(')xx(

)x(y)x(L
 




 (7)

(7) µ³Ý³Ó¨Á »ñµ»ÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý È³·ñ³ÝÅÇ Çï»ñåáÉ³óÇáÝ
µ³Ý³Ó¨: ¸Çï³ñÏ»Ýù (7) µ³Ý³Ó¨Ç Ù³ëÝ³íáñ ¹»åù»ñÁ.

1) n=1«³ÛëÇÝùÝ áõÝ»Ýù ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇ³ÛÇ 2 Ñ³Ý·áõÛóª x0,x1:
²Ûë ¹»åùáõÙ

      1
01

0
0

10

1
1

1
10

0

11 y
xx
xxy

xx
xxxx yPyP)x(L  (8)

L1(x)-Á ³é³çÇÝ ³ëïÇ×³ÝÇ È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½-
Ù³Ý¹³ÙÝ ¿:

2) n=2, ³ÛëÇÝùÝ  áõÝ»Ýù  ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ 3 Ñ³Ý·áõÛóª x0,x1,x2:
²Ûë ¹»åùáõÙ.

            2
2

21
1

20
0

22 yxPyxPyxPxL 



0
2010

21 y
)xx)(xx(

)xx)(xx(





1
2101

20 y
)xx)(xx(

)xx)(xx(
2

1202

10 y
)xx)(xx(

)xx)(xx(



 (9)

L2(x)-Á 2-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý-
¹³ÙÝ ¿£

üáõÝÏóÇ³ÛÇ ÷áË³ñÇÝáõÙÁ L2(x)-áí ÏáãíáõÙ ¿ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ
ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³£

²ÛÅÙ ³Ý¹ñ³¹³éÝ³Ýù (2) Ùáï³íáñ µ³Ý³Ó¨Ç ëË³É³ÝùÇ ·Ý³-
Ñ³ï³Ï³ÝÇ Ñ³ñóÇÝ:

ä³ñ½ ¿, áñ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÇó ï³ñµ»ñ ó³ÝÏ³-
ó³Í x Ï»ïáõÙ, f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý ï³ñµ»ñíáõÙ ¿ Ln(x)-Çó :

Üß³Ý³Ï»Ýù Rn(x)= f(x) - Ln(x):
Rn(x) ýáõÝÏóÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý-

¹³Ù Ï³Ù È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉÇ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý-
¹³Ù£ ²ÛÝ áñáßáõÙ ¿ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ ëË³É³ÝùÁ x Ï»ïáõÙ£ ºÃ» f(x)-
Á n+1 ³Ý·³Ù ¹Çý»ñ»Ýó»ÉÇ ýáõÝÏóÇ³ ¿ x0, x1...xn ¨ x Ï»ï»ñÁ å³ñáõ-
Ý³ÏáÕ [a,b] Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³

      
 !n

xx...xxxx
MxR n

nn 1
≤ 10

1 




Ï³Ù    

 !n
M

xR xnn
n 1

11




  (10)

áñï»Õ   xfmaxM n

bxan
1

1
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²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

1. Î³éáõó»É È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ£
2. ¶ïÝ»É È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

Éñ³óáõóÇã 5 Ï»ï»ñáõÙ£
3. Î³éáõó»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ·ñ³ýÇÏÁ ëï³óí³Í 10 Ï»ï»-

ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ£

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ

Ü»ñÙáõÍ»É n-Ç ³ñÅ»ùÁ,  ix  n,i 1 Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ ¨ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ

 iy  n,i 1 ³ñÅ»ùÝ»ñÁ

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ  ù³ÛÉ
Ð³ßí»É  ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ
Ð³ßí»É  xLn ³ñÅ»ùÝ»ñÁ x Ï»ïáõÙ:

ì»ñç
úðÆÜ²Î

Î³éáõó»É  xf ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ È³·ñ³ÝÅÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ

µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ x0=1, x1=2, x2=3 Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáí£
ÆÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ ëË³É³ÝùÁ ·Ý³Ñ³ï»É, »ñµ x=2.5:

ÈàôÌàôØ. Øáõïù³ÛÇÝ ïíÛ³ÉÝ»ñÁ µ»ñí³Í »Ý ³ÕÛáõë³ÏáõÙ

xi 1 2 3

yi 1 1.260 1.442

ø³ÝÇ áñ n=2, ³å³ ÇÝï»ñåáÉÛ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ý»ñÏ³Û³ó-
íáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí (ï»ë (6))

,y
)xx)(xx(

)xx)(xx(y
)xx)(xx(

)xx)(xx(y
)xx)(xx(

)xx)(xx()x(L 2
1202

11
1

2101

21
0

2010

21
2 













  :.x.x...)x)(x(..)x)(x(.)x)(x(xL 6620377003904421
2

212601
1

311
2

32 2
2 

êË³É³ÝùÁ ·Ý³Ñ³ïíáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨áí.

      
 !n

xx...xxxx
MxR n

nn 1
10

1 


 

,

áñï»Õ   xfmaxM n

bxan
1

1


  ,      
!

xxxxxx
MxR

3
210

32


 , áñï»Õ

 xfmaxM '''

x 313 
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²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

N x 0 1 2 3 4
xi 0,11 0,3 0,55 0,75 0,9

N1 yi 0,1098 0,2955 0,5229 0,6816 0,7833
xi 0,15 0,2 0,4 0,8 0,85

N2 yi 0,1489 0,1974 0,3805 0,6747 0,7045
xi 1 5 25 85 100

N3 yi 0 1,6094 3,2189 4,4427 4,6052
xi 0,05 0,3 0,4 0,9 0,95

N4 yi 1,0513 1,3499 1,4918 2,4596 2,5857
xi 0,1 0,2 0,5 0,75 0,8

N5 yi 0,904 0,8187 0,6065 0,4724 0,4493
xi 0,2 0,25 0,4 0,9 0,99

N6 yi 1,0201 1,0314 1,0811 1,4331 1,5314
xi 0,2 0,5 0,7 0,95 1

N7 yi 0,2013 0,5211 0,7586 1,0995 1,1752
xi 0,25 0,4 0,8 0,9 0,95

N8 yi 0,2449 0,3799 0,664 0,7163 0,7398
xi 0,01 0,1 0,2 0,45 0,5

N9 yi 1,5747 1,6124 1,6596 1,8139 1,8541
xi -2,5 -2 -1 3,5 4,2

N10 yi 5,25 3 0 11,25 16,64
xi -6,5 -5 -3,5 0 0,7

N11 yi -37,25 -20 -7,25 5 4,51
xi -4,5 -4 -3,5 -1,5 0,6

N12 yi 10,25 7 4,25 -1,75 0,56
xi -7,5 -6,4 -4,3 -1,4 -0,5

N13 yi -16,25 -7,56 2,31 1,44 -2,25
xi 4,55 5,42 7,5 8,25 9,34

N14 yi -3 0,5 2,75 1,44 -2,48
xi -2,5 -1,8 -0,5 0 0,8

N15 yi 36,06 7,5 -2,9 -3 -2,6
xi 10 15 17 20 22

N16 yi 0 1,6094 3,2189 4,4427 4,6052
xi 3,55 4,42 6,5 7,25 9,34

N17 yi -3 0,5 2,7 1,46 -2,4
xi -1,5 -2,8 -0,5 0 1,5

N18 yi 30 7,1 -2,4 -3 -2,3
xi 0,2 0,4 0,6 0,95 1,5

N19 yi 0,20 0,52 0,75 1,23 1,75
xi 0,25 0,36 0,75 0,83 0,95

N20 yi 0,26 0,42 0,91 0,74 0,98
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø  5

ÜÚàôîàÜÆ  ÆÜîºðäàÈ²òÆàÜ ´²Ü²ÒºìºðÀ

¸Çóáõù ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ Ñ³í³ë³ñ³Ñ»é »Ý h

ù³ÛÉáí, ³ÛëÇÝùÝª n,i,ihxxi 00  , ¨ Ñ³ÛïÝÇ »Ý )x(fy  ýáõÝÏ-

óÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ³Û¹ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙª n,i),x(fy ii 0 £

101   n,iyyy ,iii
ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ »Ý ³é³çÇÝ Ï³ñ-

·Ç í»ñç³íáñ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñ£
ÀÝ¹³Ýñ³å»ë, k-ñ¹ Ï³ñ·Ç í»ñç³íáñ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ áñáß-

íáõÙ »Ý (k-1)-ñ¹ Ï³ñ·Ç ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇçáóáí Ñ»ï¨Û³É µ³-
Ý³Ó¨»ñáí.

)yy,n,k(yyy ,i
k

i
k

i
k  


 01

1
1 1 (1)

(1) µ³Ý³Ó¨»ñÁ ³Ý¹ñ³¹³ñÓ (é»Ïáõñ»Ýï) µÝáõÛÃÇ »Ý£ ê³Ï³ÛÝ
í»ñç³íáñ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ³ñï³Ñ³Ûï»É Ý³¨ ³ÝÙÇ-
ç³Ï³Ýáñ»Ý ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÇ ÙÇçáóáíª

  ,yCy mki
m
k

k

m

m
i

k



 

0
1 áñï»Õ

!m
)mk)...(k(kC m

k
11 



µÇÝáÙÇ³É ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÝ »Ý£
¸Çï³ñÏ»Ýù n-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ Ñ»ï¨Û³É µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ.

         1010010   nnkkn xx...xxq...xx...xxq...xxqq)x(L :

àñå»ë½Ç ï»ÕÇ áõÝ»Ý³Ý

 iiin xfy)x(L   n,i 0
å³ÛÙ³ÝÝ»ñÁ å»ïù ¿ kq ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ÁÝïñ»É Ñ»ï¨Û³É Ó¨áí.

 n,k
h!k
yq k

k

k 0Δ 0  ,      ³ÛëÇÝùÝª

   10
1

0
0 






  k

n

k
k

k

n xx...xx
h!k
yy)x(L £ (2)

²Ûë µ³Ý³Ó¨Á ÏáãíáõÙ ¿ ÜÛáõïáÝÇ ³é³çÇÝ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ

µ³Ý³Ó¨£ Ü»ñÙáõÍ»Éáí Ýáñ
h

xxt 0
 ÷á÷áË³Ï³Ý  (2) µ³Ý³Ó¨Á

Ï³ñ»ÉÇ ¿  ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí`
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   11
1

0
00 


 



kt...tt
!k
yy)thx(L)x(L

n

k

k

nn
£ (2)

(2) Ï³Ù (2) µ³Ý³Ó¨Á »ñµ»ÙÝ ³Ýí³ÝáõÙ »Ý ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ
µ³Ý³Ó¨ ¹»åÇ ³é³ç ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ,ù³ÝÇ áñ ³ÛÝ Ï³-
éáõóíáõÙ ¿ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÇ ¨ Ýñ³ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ÙÇçáóáí
ëÏ½µÝ³Ï³Ý x0 ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóáõÙ£

²ÛÝ ëáíáñ³µ³ñ ÏÇñ³éáõÙ »Ý x0 Ï»ïÇÝ Ùáï x Ï»ï»ñáõÙ ÇÝï»ñ-
åáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ (ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ ëË³É³ÝùÁ Ýí³½»óÝ»Éáõ Ýå³-
ï³Ïáí)£

ºÃ» å»ïù ¿ ÇÝï»ñåáÉ³óÝ»É xn ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÇÝ
Ùáï x Ï»ï»ñáõÙ, ³å³ ·»ñ³¹³ë»ÉÇ ¿ û·ïí»É ³Ûëå»ë Ïáãí³Í ¹»åÇ
»ï ÇÝï»ñåáÉ³óÝ»Éáõ µ³Ý³Ó¨Çó.

    1
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nn xx...xx
h!k

yy)x(L : (3)

ê³ ÜÛáõïáÝÇ »ñÏñáñ¹  ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨Ý ¿£

Ü»ñÙáõÍ»Éáí Ýáñ
h

xxt n
 ÷á÷áË³Ï³Ý, (3) µ³Ý³Ó¨Á Ï³ñ»ÉÇ

¿  ·ñ»É Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí.
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: (3)

ÜÛáõïáÝÇ µ³Ý³Ó¨»ñÇ ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·Ý³-
Ñ³ï»É ³ÛÝå»ë, ÇÝãå»ë È³·ñ³ÝÅÇ µ³Ý³Ó¨Ç ÙÝ³óáñ¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÁ£

Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí,áñ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ Ñ³í³ë³-
ñ³Ñ»é »Ý (2)° ¨ (3)° µ³Ý³Ó¨»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý³µ³ñ
Ïëï³Ý³Ýù Ñ»ï¨Û³É ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÝ»ñÁ.
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²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

1. ¶ïÝ»É ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ ¨ Ï³éáõó»É ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³-
ÙÁ ÜÛáõïáÝÇ »ñÏñáñ¹  ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨áí£

2. ÆÝï»ñåáÉ³óÝ»É ýáõÝÏóÇ³Ý  3210
2

,,,i,hxi  Ï»ï»ñáõÙ, áñï»Õ

xi Ï»ï»ñÁ  ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÝ »Ý:
3. Î³éáõó»É y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ·ñ³ýÇÏÁ ïñí³Í 5 ¨

ëï³óí³Í 4 Ï»ï»ñáí£

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ
Ü»ñÙáõÍ»É n ³ëïÇ×³ÝÁ, xn - Á ¨ h ù³ÛÉÁ£
ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉ:Ð³ßí»É yi, yi-1, 2yi-2,..., iy0 ³ñÅ»ùÝ»ñÁ:

Ð³ßí»É
!k

yc,yc kn
k

kn


0  n,k 1 ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÁ£

Ð³ßí»É Ln(x ) ³ñÅ»ùÁ x Ï»ïáõÙ£
ì»ñç£

úðÆÜ²Î

(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ xi Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ ( 50,i  ) ¨ h=0,1
ù³ÛÉáí Ñ³ßí³ñÏí³Í Ñ³çáñ¹³Ï³Ý í»ñç³íáñ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ
µ»ñí³Í »Ý ³ÕÛáõë³ÏáõÙ£

¶ïÝ»É  (0,4)-Ý ¨ ·Ý³Ñ³ï»É ëË³É³ÝùÁ£

ÈàôÌàôØ
²ÕÛáõë³Ï  1

i xi yi ∆yi ∆2yi ∆3yi

0 0,0 0,0000 0,0797 -0,0009 -0.0006

1 0,1 0,0797 0,0788 -0,0015 -0,0008

2 0,2 0,1585 0,0773 -0,0023 -0,0006

3 0,3 0,2358 0,0750 -0,0029

4 0,4 0,3108 0,0721

5 0,5 0,3829
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Î³½Ù»Ýù 3-ñ¹ ³ëïÇ×³ÝÇ ÜÛáõïáÝÇ ³é³çÇÝ ÇÝï»ñåáÉÇ³óÇ-
áÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, ÁÝ¹áõÝ»Éáí n=3.
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00090079700

21
3

1
2

3

00
3

0
2

003












ø³ÝÇ áñ å³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ Ñ³ßí»É (0,04)-Á, ³å³ ÁÝ¹áõÝ»Éáí

x=0,04, Ïëï³Ý³Ýùª 40
10

00400 ,
,

,
h

xxt 





 :

î»Õ³¹ñ»Éáí L3(x)-áõÙ t=0,4 Ïëï³Ý³Ý³ù.
 (0,04)0,0797 0,4+0,00045 0,4 0,6–0,0001 0,4 0,6 1,60,0321:

êË³É³ÝùÁ ·Ý³Ñ³ï»Ýù (4) µ³Ý³Ó¨áí.

  4
3 105000020

4
62616040 


 ,,

!
,,,,xR

²ÛëåÇëáí, ýáõÝÏóÇ³ÛÇ áñáÝ»ÉÇ ³ñÅ»ùÁ ÏÉÇÝÇª
(0,04)  0,0321£

ø³ÝÇ áñ ³Ûë ¨ Ñ³çáñ¹ É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³ÝùÝ»ñÇ ë½µÝ³-
Ï³Ý ïíÛ³ÉÝ»ñÝ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ »Ý, ³å³ ÇÝùÝáõñáõÛÝ ³ßË³ï³ÝùÇ Ñ³-
Ù³ñ ³é³ç³¹ñ³ÝùÝ»ñÁ µ»ñí³Í»Ý È³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³Ýù 6-áõÙ:
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È²´²ð²îàð  ²ÞÊ²î²Üø 6

Âì²ÚÆÜ ²Ì²ÜòàôØ

Âí³ÛÇÝ ³Í³ÝóÙ³Ý »Ý ¹ÇÙáõÙ,»Ã» ýáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í ¿ ³ÕÛáõ-
ë³Ï³ÛÇÝ ï»ëùáí, ÇÝãå»ë Ý³¨ ³Ý³ÉÇïÇÏáñ»Ý ïñí³Í ýáõÝÏóÇ³ÛÇ
Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³Ù³ñ,áñÇ ³ÝÙÇç³Ï³Ý ³Í³ÝóáõÙÁ Ï³åí³Í ¿
¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ñ»ï£

²Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Çñ³Ï³Ý³óÝáõÙ »Ý f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ
ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý [a;b] Ñ³ïí³ÍáõÙ Ln(x) µ³½Ù³Ý¹³Ùáí ¨ Ýñ³ Ln(x)
³Í³ÝóÛ³ÉÁ ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý áñå»ë f’(x), ³ÛëÇÝùÝ Ñ³Ù³ñáõÙ »Ý.

bxa),x(L)x('f n  : (1)

ÜÙ³Ý Ó¨áí Ï³ñ»ÉÇ ¿ í³ñí»É Ý³¨ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñ
Ñ³ßí»ÉÇë,ë³Ï³ÛÝ å»ïù ¿ Ýß»É, áñ ³Í³ÝóÛ³ÉÇ Ï³ñ·Ç ³×Ù³Ý Ñ»ï
Ãí³ÛÇÝ ³Í³ÝóÙ³Ý  ×ß·ñïáõÃÛáõÝÁ ëáíáñ³µ³ñ ÏïñáõÏ ÁÝÏÝáõÙ ¿£

Ð³í³ë³ñ³Ñ»é Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáí, ³ÕÛáõë³Ïáí ïñí³Í f(x) ýáõÝÏ-
óÇ³ÛÇ f(x) ³Í³ÝóÛ³ÉÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ û·ï³·áñÍáõÙ »Ýù ÜÛáõïáÝÇ
µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ í»ñç³íáñ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÝ»ñáí (ï»ë É³µáñ³ïáñ ³ß-
Ë³ï³Ýù 5), ÁÝ¹ áñáõÙª I ïÇåÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, »Ã» x-Á Ùáï ¿ x0-ÇÝ, ¨
II ïÇåÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, »Ã» x-Á Ùáï ¿ xn-ÇÝ£ Ð³ßíÇ ³éÝ»Éáí, áñ

h
xxt 0

 ¨ û·ïí»Éáí Ý³Ëáñ¹ É³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³ÝùÇ (2) µ³-

Ý³Ó¨Çó, Ïëï³Ý³Ýù.
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: (2)

Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý,
h

xxt n
 ¹»åùáõÙ ÝáõÛÝ ³ßË³ï³ÝùÇ (3)

µ³Ý³Ó¨Çó  Ïëï³Ý³Ýù.
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Üß»Ýù, áñ áñå»ë x0 Ï³Ù xn Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñóÝ»É ³ÕÛáõë³ÏÇ ó³Ý-
Ï³ó³Í ÙÇç³ÝÏÛ³É Ñ³Ý·áõÛó, ³Û¹ å³ï×³éáí ëáíáñ³µ³ñ ÁÝïñáõÙ
»Ý ³ñ·áõÙ»ÝïÇ x-ÇÝ ³Ù»Ý³Ùáï ³ÕÛáõë³Ï³ÛÇÝ ³ñÅ»ùÁ (»Ã» Ln(x)
µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ Ý³Ëûñáù Ï³½Ùí³Í ã¿)£ Âí³ÛÇÝ ³Í³ÝóÙ³Ý µ³Ý³-
Ó¨»ñÁ ¿³å»ë å³ñ½»óíáõÙ »Ý, »Ã» ³Í³ÝóÛ³ÉÁ Ñ³ßí³ñÏíáõÙ ¿ ÇÝ-
ï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóáõÙ, ûñÇÝ³Ïª xk Ï»ïáõÙ£ ²Û¹ Å³Ù³Ý³Ï ÁÝ-
¹áõÝ»Éáí xk-Ý áñå»ë x0 , Ïëï³Ý³Ýù t=0, ÇëÏ  (2) µ³Ý³Ó¨»ñÇó
ÏµËÇ.
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²ÞÊ²î²ÜøÆ  Üä²î²ÎÀ

ÜÛáõïáÝÇ »ñÏñáñ¹ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨Ç û·ÝáõÃÛ³Ùµ ·ïÝ»É
L(x) ¨ L(x) ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ

2
34 hx,x


Ï»ï»ñáõÙ £

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ

Ü»ñÙáõÍ»É n ³ëïÇ×³Ý , xn - Á ¨ h ù³ÛÉÁ£
h

xxt 0
 ;

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ   ù³ÛÉ
Ð³ßí»É yi , yi-1,2 yi-2, i y0 ³ñÅ»ùÝ»ñÁ:
úðÆÜ²Î` üáõÝÏóÇ³Ý ïñí³Í ¿ È³µáñ³ïáñ ³ßË³ï³Ýù 5-Ç

³ÕÛáõë³Ï 1-áõÙ£

ÈàôÌàôØ` ÆÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ ù³ÛÉÁª h=0.1: ú·ïí»Éáí 2 µ³Ý³-
Ó¨»ñÇóª

,
.

.
h

xxt 4
10
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4
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ì»ñç£

²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

N B Y0 Y1 Y2 Y3 Y4

1 4,4 -14,7 -8,2 -5,3 -1,4 -7,5

2 4,8 -0,8 -1,7 -3,8 -2 3,1

3 5,2 13,4 21,4 15,9 12,1 10

4 5,6 4,6 10,2 8,5 4,7 2,1

5 6 0,4 -1,1 0,7 -0,5 0,3

6 6,4 -5,6 -3,2 -1,5 -4,5 -7

7 6,8 -3,7 -0,2 1,5 4,3 2,2

8 7,2 14,7 21,3 27,9 35,5 28,3

9 7,6 -1,4 -7,9 -2,5 0,8 -1,3

10 8 23,7 15,6 21,6 17,4 28

11 8,4 -1,5 2,6 -3,5 0,4 1,5

12 8,8 3,4 10,2 7,7 11,2 5,6

13 9,2 -7,5 -1,4 -5,3 -8,2 -14,7

14 9,6 3,1 -2 -3,8 -1,7 -0,8

15 10 10 12,1 15,9 21,4 13,4

16 10,4 -2,1 -4,7 -8,5 -10,2 -4,6

17 1 0.8 -0,3 0,5 -0,7 1,1 -0,4

18 11,2 -7 -4,5 -1,5 -3,2 -5,6

19 11,6 2,2 4,3 1,5 -0,2 -3,7

20 12 28,3 35,3 27,9 21,3 14,7
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø   7

ºðÎàô öàöàÊ²Î²ÜÆ üàôÜÎòÆ²ÚÆ ÆÜîºðäàÈ²òÆ²

ºñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý ¿³å»ë ³í»-
ÉÇ ¹Åí³ñ ¿, ù³Ý Ù»Ï ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý£ ¸³
Ï³åí³Í ¿ áã ÙÇ³ÛÝ Ýñ³ Ñ»ï,áñ ÙÇ ù³ÝÇ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ³éÏ³-
ÛáõÃÛ³Ý ¹»åùáõÙ ¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÁ ¹³éÝáõÙ »Ý ³í»ÉÇ Í³í³ÉáõÝ,³ÛÉ
Ý³¨ ÙÇ ß³ñù ëÏ½µáõÝù³ÛÇÝ ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ³é³ç³óÙ³Ý Ñ»ï£

ê³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»Ýù »ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ¹»åùáí£
¸Çóáõù 0xy Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ ïñí³Í »Ý n+1 Ï»ï»ñ`(x0,y0),

(x1,y1),..., (xn,yn):
öÝïñ»Ýù x,y ÷á÷áË³Ï³ÝÝ»ñÇ ÑÝ³ñ³íáñÇÝë ó³Íñ ³ëïÇ×³-

ÝÇ L(x,y) µ³½Ù³Ý¹³Ù, áñÝ ³Û¹ Ï»ï»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝÇ Ñ³Ù³å³ï³ë-
Ë³Ý³µ³ñ z0, z1,...... ,zn ³ñÅ»ùÝ»ñÁ£

ºÃ» áñáÝ»ÉÇ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ ·ñ»Ýù Ñ»ï¨Û³É ï»ëùáí
L(x;y)=a00+a10x+a01y+a20x2+a11xy+a02y2+...+am0xm+am-1,1xm-1y+...+a0mym,

³å³ ï»Õ³¹ñ»Éáí Ï»ï»ñÇ ïñí³Í Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ ¨ Ñ³í³ë³ñ»ó-
Ý»Éáí Ó³Ë Ù³ëÁ Ñ³Ù³å³ï³ëË³Ý zi ³ñÅ»ùÝ»ñÇÝ Ïëï³Ý³Ýù
n+1 ·Í³ÛÇÝ Ñ³Ýñ³Ñ³ßí³Ï³Ý Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³Ï³ñ·

1+2+...+(m+1)=   
2

21  mm
Ñ³ï aij ³ÝÑ³ÛïÝ»ñÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ£

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ³éÙ³Ùµ ³Ûë Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ ³ÝÏ³Ë »Ý£
Ð»ï¨³µ³ñ, »Ã» L(x;y)-Ç íñ³ Éñ³óáõóáõóÇã å³ÛÙ³ÝÝ»ñ

ã¹Ý»Ýù, ³å³ n+1=   
2

21  mm
:

ê³ ³é³çÇÝ ëÏ½µáõÝù³ÛÇÝ ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ ¿£ Ø»Ýù ³ñ¹»Ý ã»Ýù
Ï³ñáÕ ÉáõÍ»É ËÝ¹ÇñÁ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÇ Ï³Ù³Û³Ï³Ý
ÃíÇ Ñ³Ù³ñ£

²ÛÅÙ ¹Çï³ñÏ»Ýù Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ëï³óí³Í Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç
áñáßÇãÁ£

ºÃ» n=2, ³å³ m=1 ¨ áñáßÇãÁ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ»ï¨Û³É ï»ëùÁ.

22

11

00

1
1
1

yx
yx
yx

:
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²ÛÝ Ï¹³éÝ³ ½ñá, »Ã»` (x0,y0), (x1,y1), (x2,y2) »ñ»ù Ï»ï»ñÁ ·ïÝí»Ý
ÙÇ áõÕÕÇ íñ³£

ê³ ³é³ç³óÝáõÙ ¿ »ñÏñáñ¹ ëÏ½µáõÝù³ÛÇÝ ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÁ. ÇÝ-
ï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ ã»Ý Ï³ñáÕ ¹³ë³íáñí³Í ÉÇÝ»É Ï³-
Ù³Û³Ï³Ýáñ»Ý£ àñáßÇãÇ ½ñá ÉÇÝ»ÉÁ ëïáõ·»ÉÁ µ³í³Ï³Ý ¹Åí³ñ ¿£

ºññáñ¹ ëÏ½µáõÝù³ÛÇÝ ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÁ ³é³ç³ÝáõÙ ¿ ÙÝ³óáñ-
¹³ÛÇÝ ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ ·Ý³Ñ³ï»ÉÇëª èáÉÇ Ã»áñ»ÙÁ ³Ûë ¹»åùáõÙ ãÇ
·áñÍáõÙ£

²Ûë ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ å³ï×³éáí ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí»Ýù ÙÇ³ÛÝ
»ñÏáõ ÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ
Ù³ëÝ³íáñ ¹»åùáí£

àñå»ë ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³ÛÇ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñ í»ñóÝ»Ýù Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³Ý³µ³ñ h ¨  ù³ÛÉ»ñáí áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ³Ó¨ ó³ÝóÇ (xi, yj) Ñ³Ý-
·áõÛóÝ»ñÁ, ³ÛëÇÝùÝ

xi=x0+ih, i=0,1,…,m,
yj=y0+j, j=0,1,…,n:

ºÝÃ³¹ñ»Ýù ïñí³Í »Ý z=f(x,y) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ³Û¹
Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ.

zij =f(xi,yj), i=0,1,…,m,j=0,1,…,n:
Î³éáõó»Ýù mn ³ëïÇ×³ÝÇ Lmn(x,y) µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ, áñÁ














)y,(x,,)y,(x,)y,(x
...........................................

)y,(x,,)y,(x,)y,(x
)y,(x,,)y,(x,)y,(x

nmn1n0

1m1110

0m0100

(1)

Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝÇ zij (i=0,1,...,m;j=0 ,1,...n) ³ñÅ»ùÝ»ñÁ£
¸ñ³ Ñ³Ù³ñ ÇÝïñåáÉ³óÝ»Ýù Ù»ñ ýáõÝÏóÇ³Ý áñå»ë  Ù»Ïª x

÷á÷áË³Ï³ÝÇ ýáõÝÏóÇ³ ýÇùëí³Í yj(j =0,1,...,n) ³ñÅ»ùÝ»ñÇ Ñ³-
Ù³ñ£ ÀÝ¹ áñáõÙ ³Ù»Ý ³Ý·³Ù Ù»Ýù û·ï³·áñÍáõÙ »Ýù (1) ³ÕÛáõë³-
ÏÇ Ù»Ï ïáÕÁ£ ²ÛëåÇëáí, Ù»Ýù Ï³ñáÕ »Ýù ·ïÝ»É f(xi,yj)-Ç (j=0,1,...n)
Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ£  àõÝ»Ýù.

    
   

 







m

i mmi

m
ij

j
m x'xx

xzxL
0 1

1 ,

áñï»Õ       mm xx...xxxxx   101 : ä³ñ½ ¿, áñ   xL j
m µ³½Ù³Ý-

¹³ÙÁ (x0;yj),(x1;yj ),...,(xm,yj) Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ ÁÝ¹áõÝáõÙ ¿ Ñ³Ù³å³-
ï³ëË³Ý³µ³ñ zoj,z1j,...,zmj ³ñÅ»ùÝ»ñÁ£
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²ÛÅÙ ·ïÝí³Í   xL j
m ³ñÅ»ùÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ ÇÝï»ñåáÉ³óÝ»-

Éáí  Áëï y-Ç ·ÁïÝáõÙ »Ýù f(x,y)-Á Ùáï³ñÏáÕ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ  µ³½-
Ù³Ý¹³ÙÁ.

      
   

 







n

j jnj

nj
mmn y'yy

yxLy;xL
0 1

1 :

ÆÝï»ñåáÉ³óÇáÝ Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñáõÙ  y;xLmn -Á Ñ³ÙÁÝÏÝáõÙ ¿ f(x,y)
ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ»ï£

²ÛëåÇëÇ ÇÝï»ñåáÉ³óÇ³Ý ÏáãíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý ÇÝï»ñåá-
É³óÇ³£

²ÞÊ²î²ÜøÆ Üä²î²ÎÀ

1. Î³éáõó»É l  y;x ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³½Ù³Ý¹³ÙÁ  (m=1,n=1):
2. ¶ïÝ»É áñáÝ»ÉÇ l=f(x,y) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ Éñ³-

óáõóÇã »ñ»ù Ï»ï»ñáõÙ ¨ µáÉáñ Ï»ï»ñÁ Ýß»É Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³£

²È¶àðÆÂØ
êÏÇ½µ

Ü»ñÙáõÍ»É ïñí³Í xi ¨ y i Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ:
Ü»ñÙáõÍ»É zi ³ñÅ»ùÝ»ñÁ:
Ü»ñÙáõÍ»É xxi ¨ yyi Éñ³óáõóÇã Ñ³Ý·áõÛóÝ»ñÁ:

ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ë
a[0]=(z[2]-z[0])/ y[i]-y[0];
a[1]=(z[1]-z[0])/ x[i]-x[0];
a[2]=z[0]-a[1]*x[0]-a[0]*y[0];
l[00]=a[2]+a[1]*xx[0]+a[0]*yy[0] ;
l[01]=a[2]+a[1]*xx[0]+a[0]*yy[1] ;
l[10]=a[2]+a[1]*xx[1]+a[0]*yy[0] ;

Ï³Ù
ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ë

P=(xx-x[0])/h;h-Á x-Ç ÷á÷áËÙ³Ý ù³ÛÉÝ ¿: h=x[1]-x[0];
q=(yy-y[0]/t); t-Ý y-Ç ÷á÷áËÙ³Ý ù³ÛÉÝ ¿:
t=y[1]-y[0];
L=(1-p-q)z[0,0]+pz[10]+qz[01];

ì»ñç£
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úðÆÜ²Î

xi

yj
0.2 0.5

0.1 1.5 1.4
0.3 2.45

754
01

02
0 .

yy
zza 




 330
01

01
1 .

xx
zza 






a2=z0-a1x0-a0y0=1.09
l[00]=a[2]+a[1]*xx[0]+a[0]*yy[0]=1,7045;
l[01]=a[2]+a[1]*xx[0]+a[0]*yy[1]=0,9785;
l[10]=a[2]+a[1]*xx[1]+a[0]*yy[0]=1,942;

xi

yj
0.3 0.4

0.15 1.7045 0.9785
0.2 1.942
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²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

N  1 N 2 N 3

xi
yi

0,1 0,3
xi

yi
0,2 0,5 xi

yi
0,1 0,4

0,2 2,51 1,43 0,1 1,5 1,4 0,2 3,52 2,72

0,3 2,4 0,3 2,45 0,3 1,85

N 4 N 5 N 6
xi

yi
0,3 0,7

xi

yi
0,5 0,7

xi

yi 0,1 0,2

0,1 4,75 3,65 0,2 1,5 0,48 0,1 5,65 4,47

0,2 5,84 0,5 1,35 0,4 3,75

N 7 N 8 N 9
xi

yi
0,2 0,3

xi

yi 0,1 0,6
xi

yi
0,2 0,7

0,3 9,54 7,45 0,2 8,56 8 0,4 6,55 3,85

0,7 6,85 0,4 7,56 0,6 4,48

N 10 N 11 N 12
xi

yi
0,3 0,8

xi

yi
0,4 0,6

xi

yi
0,2 0,4

0,2 4,75 3,45 0,5 5,74 4,45 0,1 1,5 1,4

0,4 2,35 0,8 4,35 0,3 2,4
N 13 N 14 N 15

xi

yi
0,5 0,8

xi

yi
0,5 0,7

xi

yi 0,2 0,3

0,2 4,75 3,45 0,5 5,74 4,46 0,1 1,5 1,6

0,4 2,35 0,8 4,37 0,3 2,6
N 16 N 17 N 18

xi

yi
0,5 0,7

xi

yi
0,5 0,8

xi

yi 0,2 0,4

0,2 4,75 3,4 0,5 5,74 0,1 1,5 1,75

0,4 2,35 0,6 4,3 4,46 0,3 2,6

N 19 N 20

xi

yi
0,3 0,6

xi

yi
0,4 0,6

0,2 4,75 3,4 0,5 5,64 4,45

0,4 2,35 0,7 4,32
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 8

ÆÜîº¶ð²ÈÜºðÆ Øàî²ìàð Ð²ÞìàôØÀ
êÆØäêàÜÆ ´²Ü²Òºìàì

¸Çï³ñÏ»Ýù dx)x(f
b

a
 áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÁ:

ºÃ» f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ñ³Ù³ñ Ñ³ÛïÝÇ ¿ F(x) Ý³ËÝ³Ï³ÝÁ, ³å³
Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÇÝï»·ñ³ÉÁ ×ß·ñÇï Ñ³ßí»É ÜÛáõïáÝ-È³ÛµÝÇóÇ ÑÇÙ³Ï³Ý
µ³Ý³Ó¨áí£

ê³Ï³ÛÝ Ý³ËÝ³Ï³ÝÁ ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇ³ÛÝ ß³ï Ý»Õ ¹³ëÇ Ñ³-
Ù³ñ ¿ ³ñï³Ñ³ÛïíáõÙ ï³ññ³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ ÙÇçáóáí, ÁÝ¹ á-
ñáõÙ Ñ³×³Ë Ýñ³ áñáÝáõÙÁ Ï³åí³Í ¿ Í³í³ÉáõÝ Ñ³ßí³ñÏÝ»ñÇ
Ñ»ï£´³óÇ ¹ñ³ÝÇó,ÑÝ³ñ³íáñ ¿,áñ »ÝÃ³ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý
ïñí³Í ÉÇÝÇ ·ñ³ýÇÏáñ»Ý Ï³Ù ³ÕÛáõë³ÏÇ ï»ëùáí£ ²Û¹ å³ï×³éáí,
áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ, Ñ³×³Ë ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ÉÇÝáõÙ
¹ÇÙ»É ï³ñµ»ñ Ùáï³íáñ µ³Ý³Ó¨»ñÇ û·ÝáõÃÛ³ÝÁ£ ´³í³Ï³Ý³ã³÷
¹ÛáõñáõÃÛ³Ùµ ³Û¹ µ³Ý³Ó¨»ñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ëï³Ý³É »ÉÝ»Éáí áñáßÛ³É
ÇÝï»·ñ³ÉÇ »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÇó. »Ã» 0)x(f [a,b]-áõÙ,

³å³ 
b

a

dx)x(f -Á Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ ¿` ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í

Ox ³é³ÝóùÇ [a,b] Ñ³ïí³Íáí, y=f(x) Ïáñáí ¨ x=a, x=b áõÕÇÕÝ»ñáí£
Øáï³íáñ Ñ³ßí»ÉÇëª Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÁ ÷áË³ñÇÝáõÙ »Ý å³ïÏ»ñáíª
ë³ÑÙ³Ý³÷³Ïí³Í ÝáõÛÝ [a,b] Ñ³ïí³Íáí, x=a, x=b áõÕÇÕÝ»ñáí, í»-
ñ¨Çó` å³ñ³µáÉÇ ³Õ»Õáí, áñÇ  Ù³Ï»ñ»ëÁ Ñ³ßííáõÙ ¿ ß³ï ³í»ÉÇ
Ñ»ßï£²Ûëï»ÕÇó ëï³ÝáõÙ »Ý Ùáï³íáñ µ³Ý³Ó¨Á,áñÝ û·ï³·áñÍáõÙ
»Ý ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ Å³Ù³Ý³Ï,»ñµ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ·Ý³Ñ³ï»É Ýñ³ ëË³É³ÝùÁ£

êÇÙåëáÝÇ  µ³Ý³Ó¨áíª áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÇ Ùáï³íáñ Ñ³ßíÙ³Ý
»Õ³Ý³ÏÁ Ï³Û³ÝáõÙ ¿ Ýñ³ÝáõÙ, áñ [x0; x0 +2h] Ñ³ïí³ÍáõÙ y=f(x)
ÏáñÇ ³Õ»ÕÁ ÷áË³ñÇÝáõÙ »Ý A(x0;f(x0)), B(x0+h;f(x0+h)),
C(x0+2h;f(x0+2h)) Ï»ï»ñáí ³ÝóÝáÕ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ å³ñ³µáÉÇ ³Õ»-
Õáí, ³ÛëÇÝùÝ Ï³ï³ñáõÙ »Ý y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ÇÝ-
ï»ñåáÉ³óÇ³, ¨ Áëï ÜÛáõïáÝÇ ³é³çÇÝ ÇÝï»ñåáÉ³óÇáÝ µ³Ý³Ó¨Ç`

  )xx)(xx(
h!
y)xx(

h
yyxL 102

0
2

0
0

02 2






 :00

(ÜÏ. 1)
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Ò¨³÷áË»Ýù ³Ûë ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ (ù³ÝÇ áñ ).hxx  01

h)xx()xx()h)xx)((xx()xx)(xx( 0
2

00010 

¨

  :)h)xx()xx((
h!
y)xx(

h
yyxL 0

2
02

0
2

0
0

02 2








²Û¹ Å³Ù³Ý³Ï áñå»ë Ïáñ³·ÇÍ ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ùáï³íáñ
³ñÅ»ù ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý [x0; x0 +2h] å³ñ³µáÉ³Ï³Ý ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ,
áñÝ áõÝÇ ÝáõÛÝ [x0; x0 +2h] ÑÇÙùÁ ¨ í»ñ¨Çó ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï³Í ¿ å³-
ñ³µáÉÇ ³Õ»Õáí£

:)yyy(h))yyy()yy(y(hyhyhhy

dx)h)xx()xx((
h!
y)xx(

h
yy(dx)x(LS

hx

x

hx

x

2100120100
2

00

0
2

02
0

2

0
0

0

22

2

4
3

266
33

22

2

0

0

0

0









 


ºÃ» Ýß³Ý³Ï»Ýù y0=yë Ñ³ïí³ÍÇ ëÏ½µÇ ûñ¹ÇÝ³ïÁ, y1=yÙ Ñ³ï-
í³ÍÇ ÙÇçÝ³Ï»ïÇ ûñ¹ÇÝ³ïÁ ¨ y2=yÍ Ñ³ïí³ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ïÇ ûñ¹Ç-
Ý³ïÁ, ³å³ å³ñ³µáÉ³Ï³Ý ë»Õ³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÇ Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù
Ñ»ï¨Û³É µ³Ý³Ó¨Á.

Së»Õ
3
h

 (yë+4yÙ+yÍ), (1)

áñï»Õ xÍ–xë=2h (ÜÏ.1 ):
îñáÑ»Ýù [a,b] Ñ³ïí³ÍÁ n Ñ³í³ë³ñ
Ù³ë»ñÇ, ÁÝ¹ áñáõÙ Ñ³Ù³ñ»Ýù, áñ n-Á
½áõÛ· ÃÇí ¿, ³ÛëÇÝùÝ n=2m£

²Û¹ Å³Ù³Ý³Ï
m

ab
n

abh
2





 :

¸Çóáõù x0=a1,x1,...,xn=b – ïñáÑÙ³Ý Ï»-
ï»ñÝ »Ý£

²Û¹ Ï»ï»ñáõÙ ï³Ý»Ýù y0=f(x0),
y1=f(x1),...,yn=f(xn) ûñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ£ ØÇ³óÝ»Ýù Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñ »ñ»ù
Ñ³ñ¨³Ý ûñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÇ Í³Ûñ»ñÁ å³ñ³µáÉÝ»ñÇ ³Õ»ÕÝ»ñáí, ³Û-
ëÇÝùÝ [xo;x2],[x2;x4],…,[xn-2;xn] Ñ³ïí³ÍÝ»ñáõÙ ÷áË³ñÇÝ»Ýù ÏáñÁ
å³ñ³µáÉÝ»ñÇ ³Õ»ÕÝ»ñáí£ ÎÇñ³é»Éáí ³Û¹ Ñ³ïí³ÍÝ»ñÇó Ûáõñ³-
ù³ÝãÛáõñáõÙ (1) µ³Ý³Ó¨Áª Ïëï³Ý³Ýù.

,)mn()yyyy(hS
m

k
k

m

k
kmn 224

3

1

1
2

1
1220  






ÜÏ.  1
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b

a

m

k
k

m

k
kn ))x(f)x(f)b(f)a(f(hSdx)x(f :∑∑

1

1
2

1
12 24

3
≈ (2)

(2) µ³Ý³Ó¨Á ÏáãíáõÙ ¿ å³ñ³µáÉÝ»ñÇ Ï³Ù êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨:
Ð³ßíáÕ³Ï³Ý Ù»Ãá¹Ý»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÇó Ñ³ÛïÝÇ ¿ êÇÙåëáÝÇ

µ³Ý³Ó¨Ç µ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÇ ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÁª

,)ab(Mh
n

M)ab(
180180
4

4

4
4

5 



 (3),

áñï»Õ

)x(f,)x(fmaxM IV

bxa 
4

-Á

»ÝÃÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³Ý ¿, [a,b]-Ý ÇÝï»·ñÙ³Ý Ñ³ïí³ÍÝ ¿, h-Áª
ÇÝï»·ñÙ³Ý ù³ÛÉÁ£

ê³Ï³ÛÝ (3) µ³Ý³Ó¨Çó û·ïí»ÉÁ Ñ³ñÙ³ñ ã¿, ù³ÝÇ áñ
³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ·Ý³Ñ³ï»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ãáññáñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ,
áñÁ ÙÇßï  ã¿, áñ Ñ»ßï ¿ ·ïÝ»É£

¶áñÍÝ³Ï³ÝáõÙ, ëï³óí³Í S(h) Ùáï³íáñáõÃÛ³Ý ·Ý³Ñ³ï³Ï³ÝÇ
Ñ³Ù³ñ ÏñÏÝáõÙ »Ý Ñ³ßí³ñÏÁ ÝáõÛÝ (2) µ³Ý³Ó¨áí, µ³Ûó 2h ù³ÛÉáí£

15
2 )h(S)h(S

h


 (4)

ÃÇíÁ ÁÝ¹áõÝáõÙ »Ý áñå»ë S(h) Ùáï³íáñáõÃÛ³Ý ëË³É³Ýù£

²ÞÊ²î²ÜøÆ  Üä²î²ÎÀ

1. Ð³ßí»É êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨áí 
b

a

dx)x(f áñáßÛ³É ÇÝï»·ñ³ÉÁ n=12

¹»åùáõÙ£
2. ÎñÏÝ»É Ñ³ßí³ñÏÁ,ÁÝ¹áõÝ»Éáí` n=6 ¨ ·ïÝ»É ³ñ¹ÛáõÝùÇ ëË³-

É³ÝùÁ (4) µ³Ý³Ó¨áí£

²È¶àðÆÂØ
Ð³ÛïÝÇ »Ý y=f(x) ýáõÝÏóÇ³Ý ,ÇÝï»·ñÙ³Ý [a,b] Ñ³ïí³ÍÁ ;
êÏÇ½µ
Ü»ñÙáõÍ»É a,b; x0=a;  k=1:
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m
ab

n
abh

2





 :

Ð³ßí»É y=f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ`
v0= f(x0)+ f(xn)= f(a)+ f(b):

ÎñÏÝáõÃÛ³Ý    ëÏÇ½µ
x2k-1 = x2k-2+h;
x2k = x2k-1+h;
v1= f(x1)+ f(x3)+ ...+ f(x2k-1);
v2= f(x2)+ f(x4)+ ...+ f(x2k-2);
k:=k+1;

»Ã» k=m ³å³
ÎñÏÝáõÃÛ³Ý  ³í³ñï£

Ð³ßí»É` Sn= 
b

a

f(x)dx)vvv(h
210 24

3
ì»ñç:

úðÆÜ²Î

Ð³ßí»É  
21

0

2
.

x dxe -Á  êÇÙåëáÝÇ  µ³Ý³Ó¨áíª ÁÝïñ»Éáí n=12:

ÈàôÌàôØ
ÎÇñ³é»Éáí  ³É·áñÇÃÙÁ Ñ³ßí»Ýù v0, v1,v2, ³ÛÝáõÑ»ï¨

Ñ³ßí»Ýùª »Ã» n=12, ³å³ 10
12

21 ,,
n

abh 


 ¨

8067448040578133203846364423692781
3
10

12 ,),,,(.S 

»Ã» n=6, ³å³ h=0,2 ¨

8067454037943621202634512423692781
3
20

6 ,),,,(,S 

êï³óí³Í ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ µ»ñí³Í »Ý ³ÕÛáõë³Ï 1-áõÙ.
²ÛëåÇëáí,

8067448012

21

0

2
,Sdxe

.
x   ,

ÇëÏ ëË³É³ÝùÁª 8104
15

2 



)h(S)h(S

h
:
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²ÕÛáõë³Ï 1

i ix
2
ix

i ey 

»Ã» i=0,12 »Ã» i-Ý Ï»Ýï ¿ »Ã» i-Ý ½áõÛ· ¿
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2

1

0.2369278

0,9900498

0,9139312

0,7788008

0,6126264

0,4448581

0,2981973

0,9607894

0,8521438

0,6976763

0,5272924

0,3678794

 V0=1,2369278 V1=4,0384636 V2=3,4057813

²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ
Ð²Ø²ð

1 dxx
.

.






30

51

41 6 dxxcos


2

0

11  dxxcos
,


42

0

2 16 
5

2 xln
dx

2 



0

2101 xdxsin, 7 
42

0

2
.

dx)xsin( 12 dxxsin
,


21

0

17 



90

30

2
.

.

xe dx

3 



0

2

4
11 xsin dx 8 

 

1

20
3 21. x

dx
13 dxxe

.

.

x





20

41

3
18 dxe xsin

2

0

4 dxxx
.

.
 
33

12

3 1 9 dxxcos




2

0

3 14  

4.1

2.0
31 x

dx
19 dxe

.

.

x


80

90

2
3 2

5 dxxcos




2

0

3 10 





10

31

33
.

.

dxx 15 dx
x

xsin






6
7

6

20 dx
x

xcos






6
7

6
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Ø ² ê  I I

¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ì²êðàôØÜºðÆ
ÈàôÌØ²Ü Âì²ÚÆÜ ØºÂà¸ÜºðÀ

êáíáñ³Ï³Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÁ É³ÛÝ ÏÇñ³éáõÃ-
ÛáõÝ  áõÝ»Ý ·ÇïáõÃÛ³Ý »í ï»ËÝÇÏ³ÛÇ ï³ñµ»ñ »ñ¨áõÛÃÝ»ñÇ ¨ åñá-
ó»ëÝ»ñÇ Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý Ùá¹»É³íáñÙ³Ý Ñ³Ù³ñ:

²ÝóáÕÇÏ åñáó»ëÝ»ñÁ é³¹Çáï»ËÝÇÏ³ÛáõÙ, ùÇÙÇ³Ï³Ý é»³Ï-
óÇ³Ý»ñÁ, ïÇ»½»ñ³Ï³Ý Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ ÏÇÝ»ïÇÏ³Ï³Ý ß³ñÅáõÙÁ Ñ»-
ï³½áïíáõÙ »Ý ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ û·ÝáõÃÛ³Ùµ: ¸Çý»-
ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ×ß·ñÇï ÉáõÍáõÙÁ áã ÙÇßï ¿ Ñ³çáÕíáõÙ
ëï³Ý³É, áñÇ å³ï×³éáí åñ³ÏïÇÏ³ÛáõÙ û·ï³·áñÍáõÙ »Ý ¹Çý»-
ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÇÝï»·ñÙ³Ý Ùáï³íáñ Ù»Ãá¹Ý»ñÁ: ²Ûë
Ù»Ãá¹Ý»ñÁ å³ÛÙ³Ý³Ï³Ýáñ»Ý µ³Å³ÝíáõÙ »Ý 3 ïÇå»ñÇ` ³Ý³ÉÇ-
ïÇÏ, Ãí³ÛÇÝ ¨ ·ñ³ýÇÏ³Ï³Ý:

²ÛÝ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ, áñÇ Ù»ç Ù³ëÝ³ÏóáõÙ »Ý x ³ÝÏ³Ë  ÷á÷á-

Ë³Ï³ÝÁ, y ýáõÝÏóÇ³Ý x -Çó Ï³Ëí³Í ¨ Ýñ³ )n("' y,...,y,y ³Í³Ý-

óÛ³ÉÝ»ñÁ ÏáãíáõÙ ¿ n Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙ:
¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ï³ñ·Á áñáßíáõÙ ¿ Ýñ³ Ù»ç

ÙïÝáÕ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÇ ³Ù»Ý³µ³ñÓñ Ï³ñ·áí:

0)y,...,y,y,y,x(F )n("' ¥*¤

¥*¤-Á n Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ï»ëùÝ ¿:
ºÃ» ¥*¤ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÉáõÍ»É ³Í³ÝóÛ³ÉÇ
³Ù»Ý³µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ÝÏ³ïÙ³Ùµ, ³å³ ³ÛÝ Ï·ñíÇ  Ñ»ï¨Û³É
ï»ëùáí`

)y,...,y,x(fy )n(')n( 1 :

êï³ó³Ýù n Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙ ÉáõÍí³Í )n(y
³Í³ÝóÛ³ÉÇ ÝÏ³ïÙ³Ùµ:

ÎáßÇÇ  ËÝ¹ÇñÁ I Ï³ñ·Ç  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³-
Ù³ñ

¸Çóáõù ïñí³Í ¿ )y,x(fy '  (1)

I Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ  ¨   00 yxy  (2)

ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÁ:
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ÎáßÇÇ ËÝ¹ÇñÁ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¿.
¶ïÝ»É (2) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý y=y(x) Éáõ-

ÍáõÙÁ:
²ÏÝÑ³Ûï ¿, áñ ÙÇ³ÛÝ ³ÛÝ ¹»åùáõÙ, »ñµ ÎáßÇÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ

·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ ¨ ÙÇ³ÏÝ ¿, ÇÙ³ëï áõÝÇ ÷Ýïñ»É Ýñ³ Ùáï³íáñ Ý»ñ-
Ï³Û³óáõÙÝ»ñÁ:

¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÁÝ¹ÑÝ³Ýáõñ ï»ëáõÃÛáõÝÇó
Ñ³ÛïÝÇ ¿, áñ »Ã» x0y Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý ÇÝã áñ D ïÇñáõÛÃáõÙ f(x;y)

ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ ¨ áõÝÇ ë³ÑÙ³Ý³÷³Ï
dy
f

Ù³ëÝ³ÏÇ

³Í³ÝóÛ³É,³å³ x0 Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ ·áÛáõÃÛáõÝ áõÝÇ y=y(x) ÙÇ³Ï
ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (2) å³ÛÙ³ÝÇÝ ¨ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (1)-Ç
ÉáõÍáõÙÁ (ÎáßÇÇ Ã»áñ»Ù):

Ð³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý ÎáßÇÇ ËÝ¹ÇñÁ ¹ñíáõÙ ¿.

³) )()y,y,x(fy 3 ï»ëùÇ ,y)x(y '
00  )(y)x(y ' 400 

ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñáí 2-ñ¹ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙ-
Ý»ñÇ Ñ³Ù³ñ: ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ ·ïÝ»É )x(yy  ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ Ñ³Ý¹Ç-

ë³ÝáõÙ ¿ (4) ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³Ýáí (3) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÁ;

µ)











)(

)y,x,t(f
dt
dy

),y,x,t(f
dt
dx

5
2

1
ï»ëùÇ  ¨ )(y)t(y,x)t(x 60000 

ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»ñáí ³é³çÇÝ Ï³ñ·Ç »ñÏáõ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³-
í³ë³ñáõÙáí Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³ñ:ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ ·ïÝ»É

  )t(yy,txx  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ, áñáÝù Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý (6) ëÏ½µÝ³-

å³ÛÙ³Ýáí (5) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç ÉáõÍáõÙÁ;

·)




















)z,y,x,t(f
dt
dz

),z,y,x,t(f
dt
dy

),z,y,x,t(f
dt
dx

3

2

1

(7)

ï»ëùÇ ¨ )(z)t(z,y)t(y,x)t(x 8000000  ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÝ»-

ñáí ³é³çÇÝ Ï³ñ·Ç »ñ»ù ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ñ³Ù³-
Ï³ñ·Ç Ñ³Ù³ñ:

ä³Ñ³ÝçíáõÙ ¿ ·ïÝ»É   )t(zz),t(yy,txx  ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÁ,

áñáÝù Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý (8) ëÏ½µÝ³å³ÛÙ³Ýáí (7) Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç Éáõ-
ÍáõÙÁ:
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È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 9

¸ÆüºðºÜòÆ²È Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ  ÈàôÌØ²Ü
²Ü²ÈÆîÆÎ ØºÂà¸ÜºðÀ

1. ²ëïÇ×³Ý³ÛÇÝ ß³ñù»ñÇ Ù»Ãá¹Á
¸Çï³ñÏ»Ýù ÎáßÇÇ (1), (2) ËÝ¹ÇñÁ ¨ ÁÝ¹áõÝ»Ýù, áñ ÷ÝïñíáÕ

y=y(x) ÉáõÍáõÙÁ í»ñÉáõÍíáõÙ ¿ Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÇ 0x Ï»ïáõÙ.

 





 n
n

)xx(
!n

)x(y)xx(
!

)x(y)xx(
!

)x(y)x(y)x(y 0
02

0
0

0
0

0 21
(9)

(9) µ³Ý³Ó¨Çó »ñ¨áõÙ ¿, áñ )x(y ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿

·ïÝ»É ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÁ ¨ Ýñ³ ³Í³ÝóÛ³ÉÝ»ñÁ 0x Ï»ïáõÙ: Ð³-

Ù³Ó³ÛÝ (2) å³ÛÙ³ÝÇ   00 yxy  : 0x ¨ 0y ï»Õ³¹ñ»Éáí (1) Ñ³í³-

ë³ñÙ³Ý ³ç Ù³ëáõÙ, Ñ³ßí»Ýù 'y)y,x(f)x(y 0000  : ¸Çý»ñ»Ýó»Éáí (1)

Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ¨ ³ç Ù³ëáõÙ ï»Õ³¹ñ»Éáí ëï³óí³Í 000 'y,y,x ³ñ-

Å»ùÝ»ñÁ Ïëï³Ý³Ýù.

:0

0

0

0
0 y

'y'y
yy
xx)y,x(f

dx
d)x(y 





²ÛÝáõÑ»ï¨ Ñ³Ù³ÝÙ³Ýáñ»Ý Ñ³ßí»É y  ¨ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï:

¶ïÝí³Í ,y,y,y  ï»Õ³¹ñ»Ýù (9)-áõÙ:

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ. ºÃ» ÉáõÍáõÙÁ ÷ÝïñíáõÙ ¿  210 x,xx  ÙÇç³Ï³Û-

ùáõÙ >0 ×ßïáõÃÛ³Ùµ, ³å³ ·áñÍÁÝÃ³óÁ ß³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ ³ÛÝù³Ý

Å³Ù³Ý³Ï, ÙÇÝã¨ áñ
      n
n

xx
!n
xy

0
0 µáÉáñ  21 xxx , Ñ³Ù³ñ:

úðÆÜ²Î 1.

¶îÜºÈ
22 yxy  ,   20 y ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍÙ³Ý

Â»ÛÉáñÇ ß³ñùáõÙ ³é³çÇÝ ãáñë ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ:



44

ÈàôÌàôØ.
¶ñ»Ýù Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÁ 0x0  Ï»ïáõÙ.

         









 32

3
0

2
0

1
00 x

!
yx

!
yx

!
yyxy

Ð³í³ë³ñáõÙÇó ¨ ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÇó áõÝ»Ýù.

  :4200 22 y

¶ïÝ»Ýù 2-ñ¹ Ï³ñ·Ç  ³Í³ÝóÛ³ÉÁ.

  yyxyxy x 


 2222 ¨ Ñ³ßí»Ýù     16422020 y :

¶ïÝ»Ýù 3-ñ¹ Ï³ñ·Ç ³Í³ÝóÛ³ÉÁ.     yyyyyxy x  22222 2 ¨

Ñ³ßí»Ýù.     9416224220 2 y :

êï³óí³Í ³ñÅ»ùÝ»ñÁ ï»Õ³¹ñ»Éáí Â»ÛÉáñÇ ß³ñùáõÙ Ïëï³-
Ý³Ýù`

32

3
47842 xxx)x(y  :

²Ûë Ù»Ãá¹Á ÏÇñ³éíáõÙ ¿ Ý³¨ µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É
Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ÎáßÇÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý Ñ³Ù³ñ: ÎáßÇÇ (3), (4)
ËÝ¹ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ¹»åùáõÙ Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÇ ³é³çÇÝ »ñÏáõ ·áñ-
Í³ÏÇóÝ»ñÁ Ñ³ÛïÝÇ »Ý: ºññáñ¹Á Ñ³ßíáõÙ »Ý 00000 y)y,y,x(f)x(y 

µ³Ý³Ó¨áí: ¸Çý»ñ»Ýó»Éáí Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ¨ ï»Õ³¹ñ»Éáí ³ç Ù³-
ëáõÙ ëï³óí³Í 0000 ''y,y,y,x  ³ñ»ùÝ»ñÁ, Ïëï³Ý³Ýù.

:y

yy
'y'y

yy
xx)y,y,x(f

dx
d)x(y 0

0

0

0

0
0 
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2. Ð³çá¹³Ï³Ý Ùï³íáñáõÃÛááõÝÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á
ºÃ» ÇÝï»·ñ»Ýù (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý »ñÏáõ Ù³ë»ñÁ x0-Çó x ë³Ñ-

Ù³ÝáõÙ, ³å³ Ïëï³Ý³Ýù

         ,dxxy,xfxyxydxx'y
x

x

x

x
 
00

0

Ï³Ù     
x

x

dxxy,xfyxy
0

0 , (10)

áñï»Õ )x(yy 00  : (10)  Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (1) Ñ³í³ë³ñ-

Ù³ÝÁ ¨ ÏáãíáõÙ ¿ ÇÝï»·ñ³É Ñ³í³ë³ñáõÙ: Üñ³ ÉáõÍáõÙÁ Çñ³Ï³-
Ý³óíáõÙ ¿ Ñ³çáñ¹³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù»Ãá¹áí:

Ü³Ë ÁÝïñ»Ý»Ýù y0(x) ýáõÝÏóÇ³Ý, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (2)
ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÇÝ ¨ ³Ýí³Ý»Ýù ½ñáÛ³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ:
²ÛÝáõÑ»ï¨ y0(x) ï»Õ³¹ñ»Ýù (10) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ç Ù³ëáõÙ ¨
·ïÝ»Ýù ³é³çÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ.

   :
x

x

dxxy,xfyy
0

001

²é³çÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ ·ïÝ»Éáõó Ñ»ïá ï»Õ³¹ñ»Ýù ³ÛÝ
(10) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ç Ù³ëáõÙ ¨ ³Ýí³Ý»Ýù »ñÏñáñ¹ Ùáï³íá-
ñáõÃÛáõÝ, ¨ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï: ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ¹»åùáõÙ n-ñ¹ Ùáï³-
íáñáõÃÛ³Ý Ñ³Ù³ñ Ïëï³Ý³Ýù

     : 
x

x
nn dxxy,xfyxy

0

10 (11)

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ. )x(y 0 ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ ÁÝïñíáõÙ

¿ ËÝ¹ñÇ ¹ñí³ÍùÇ ýÇ½ÇÏ³Ï³Ý í»ñÉáõÍáõÃÛáõÝÇó: ºÃ» y0(x)-Á Ý³Ë³-
å»ë Ñ³ÛïÝÇ ã¿ ³å³ Ï³ñ»ÉÇ ¿ í»ñóÝ»É` y0(x)y0:

¸Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ ï»ëáõÃÛáõÝÇó Ñ³ÛïÝÇ ¿, áñ
»Ã» D ïÇñáõÛÃáõÙ, áñÁ å³ñáõÝ³ÏíáõÙ ¿ (x0,y0) Ï»ïÁ, f(x,y) ýáõÝÏ-
óÇ³Ý  µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ÎáßÇÇ Ã»áñ»ÙÇ å³ÛÙ³ÝÝ»ñÇÝ, ³å³ x0 Ï»ïÇ
ßñç³Ï³ÛùáõÙ y1(x),y2(x),...,yn(x),... ýáõÝÏóÇ³Ý»ñÇ Ñ³çáñ¹³Ï³ÝáõÃÛáõ-
ÝÁ ½áõ·³ÙÇïáõÙ ¿: ÀÝ¹ áñáõÙ (10) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙ Ñ³Ý¹Ç-
ë³óáÕ y(x) ýáõÝÏóÇ³Ý Ýñ³ Ñ³Ù³ñ ë³ÑÙ³Ý ¿: Ð»ï¨³µ³ñ y(x)
ýáõÝÏóÇ³Ý Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (1); (2) ÎáßÇÇ ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙ:
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ºñÏáõ Ñ³ñ¨³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ·Ý³Ñ³ï-
íáõÙ ¿ ³Ûëå»ë.

,
!n

))xx(K(
K
M)x(y)x(y

n

nn
0

1


 

áñï»Õ M)y,x(f  , K
y

)y,x(f



 D ïÇñáõÛÃáõÙ:

²È¶àðÆÂØ
1. ¸Çóáõù áõÝ»Ýù (1), (2) ËÝ¹ÇñÁ:
ÀÝïñ»Ýù )x(y0 Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ, áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ¥2¤ å³Û-

Ù³ÝÇÝ: ¸³ Ï³ñáÕ ¿ ÉÇÝ»É 0y)x(y  Ñ³ëï³ïáõÝÁ:

²ÝóÝ»Ýù 2-ÇÝ
2. ¸Çóáõù  áñáßí³Í ¿ yn-1(x) (n-1)-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ: àñáß»Ýù

n-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ:
¸ñ³ Ñ³Ù³ñ yn-1(x)-Á ï»Õ³¹ñ»Ýù (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ç Ù³ëÇ,

ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ù»ç, ³ÛëÇÝùÝ ·ïÝ»Ýù ))x(y,x(f n 1 -Á:(11) µ³Ý³Ó¨áí

áñáß»Ýù n-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ.

 dx))xy,xfy)x(y n

x

x
n 10

0



3. ¶Ý³Ñ³ï»Ýù ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ ))x(y)x(y nn 1 ¨ »Ã» ¹Ç-

ï³ñÏíáÕ Ï»ïÇ x0 ßñç³Ï³ÛùáõÙ ,))x(y)x(y nn  1 ³å³ ·áñÍ-

ÁÝÃ³óÝ ³í³ñïíáõÙ ¿ ¨ )x(y)x(y n Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É

Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍáõÙÁ, ÇëÏ »Ã» ,))x(y)x(y nn  1 ³å³ ÏñÏÝ»É 2

·áñÍÁÝÃ³óÁ: ÀÝ¹áõÝ»Éáí ëÏ½µÝ³Ï³Ý )x(yn Ùááï³íáñáõÃÛáõÝÁ,

áñáß»Ýù )x(yn 1 :

úñÇÝ³Ï 2.

¶ïÝ»É 22 yxy  Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÉáõÍÙ³Ý 2 Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ-

Ý»ñÁ, »ñµ y(0)=2:

ÈàôÌàôØ
àñå»ë ½ñáÛ³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ ÁÝ¹áõÝ»Ýù y0(x)=2 Ñ³ëï³-

ïáõÝÁ:
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ä³ñ½ ¿, áñ Ý³ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÇÝ:

 Ð³ßí»Ýù )x(y1 ³é³çÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ: ø³ÝÇ áñ f(x,y)=x2-y2 ,

³å³ 42
0  x)y,x(f ¨ (11) µ³Ý³Ó¨Çó (»ñµ n=1) Ïëï³Ý³Ýù

: 
x xxdx)x()x(y
0

3
2

1 3
4242

 Ð³ßí»Ýù y2(x) »ñÏñáñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ.

  6432
23

2
1 9

1
3
8

3
415164

3
42 xxxxxxxx)xy,x(f 










¨ (11) µ³Ý³Ó¨Çó (»ñµ n=2) Ïëï³Ý³Ýù

 
x

dx)xxxxx()x(y
0

6432
2 9

1
3
8

3
4151642

:75
4

32

63
1

15
8

3
5842 xxxxxx 

Ð³Ù»Ù³ï»Éáí (1) ¨ (2) ûñÇÝ³ÏÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÝ»ñÁ
Ïï»ëÝ»Ýù, áñ Çï»ñ³óÇ³ÛÇ Ù»Ãá¹Ç 2-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝáõÙ
ëï³óíáõÙ »Ý Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÇ ³é³çÇÝ 3 ³Ý¹³ÙÝ»ñÁ:

Æï»ñ³óÇ³Ý»ñÇ Ù»Ãá¹áí Ñ»ï³·³ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÁ
ï³ÉÇë »Ý Â»ÛÉáñÇ ß³ñùÇ Ñ³çáñ¹ ·áñÍ³ÏÇóÝ»ñÇ ×ß·ñïáõÙ,áñÁ
ë³Ï³ÛÝ áõÝÇ Ñ³ßíáÕ³Ï³Ý Ù»Í ¹Åí³ñáõÃÛáõÝÝ»ñ:

3. Ð³çáñ¹³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÝ»ñÇ Ù»Ãá¹Á µ³ñÓñ Ï³ñ·Ç
¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ

¸Çï³ñÏ»Ýù` y=f(x,y,y) (3),

y(x0)=y0, y(x0)=y0 (4)

ÎáßÇÇ ËÝ¹ÇñÁ: ÆÝï»·ñ»Ýù (3) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý 2 Ù³ë»ñÁ 0x -Çó

x ë³ÑÙ³ÝÝ»ñáõÙ`

     
x

x

x

x

dx)'y,y,x(fx'yx'ydx)x(''y
00

0

Ï³Ù   
x

x

dx)'y,y,x(f'yx'y
0

0

²ÛÝáõÑ»ï¨ ¨ë Ù»Ï ³Ý·³Ù ÇÝï»·ñ»Éáí Ïëï³Ý³Ýù`
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      dxdx)'y,y,x(f'yxxxyxydx)x('y
x

x

x

x

x

x
  












0 00

000 Ï³Ù

    ,dxdx)'y,y,x(f'yxxyxy
x

x

x

x
  












0 0

000 (12)

áñÁ Ñ³Ù³ñÅ»ù ¿ (4) å³ÛÙ³Ýáí (3) Ñ³í³ë³ñÙ³ÝÁ: àñå»ë ½ñáÛ³-
Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ í»ñóÝ»Ýù y0(x), áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ (4) ëÏ½µ-
Ý³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÇÝ: ºÃ» ¹³ ÑÝ³ñ³íáñ ã¿, »ÉÝ»Éáí ËÝ¹ñÇ
¹ñí³ÍùÇó, ³å³, áñå»ë ëÏ½µÝ³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ Ï³ñ»ÉÇ ¿
í»ñóÝ»É (4) å³ÛÙ³ÝÇÝ µ³í³ñ³ñáÕ ·Í³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³, áñÁ »ñÏñ³-
ã³÷áñ»Ý Çñ»ÝÇó Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¿ (x0,y0) Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕ ·ÇÍ ¨
áõÝÇ y0 ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇó.

y0(x)= y0+(x-x0)y0
²å³` y0(x0)=y0: î»Õ³¹ñ»Éáí y0(x), y0(x) (12) µ³Ý³Ó¨Ç ³ç Ù³-

ëáõÙ Ïëï³Ý³Ýù 1-ÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ.

        :dxdx)x'y,xy,x(f'yxxyxy
x

x

x

x
  












0 0

000001

²ÛÝáõÑ»ï¨ ï»Õ³¹ñ»Éáí 1-ÇÝ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ (12) µ³Ý³Ó¨Ç
³ç Ù³ëáõÙ Ïëï³Ý³Ýù 2-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ.

        ,dxdx)x'y,xy,x(f'yxxyxy
x

x

x

x
  












0 0

110002

¨ ³Ûëå»ë ß³ñáõÝ³Ï:
x0 Ï»ïÇ ßñç³Ï³ÛùáõÙ,Ù»Ãá¹Ç ½áõ·³ÙÇïáõÃÛ³Ùµ ·áñÍÁÝÃ³óÝ ³-

í³ñïíáõÙ ¿, »ñµ ¹Çï³ñÏíáÕ ïÇñáõÛÃáõÙ     01   :xyxy nn Ùá-

ï³íáñáõÃÛ³Ý ïñí³Í ×ßïáõÃÛáõÝÝ ¿:
²È¶àðÆÂØ
1.¸Çóáõù ïñí³Í ¿ ÎáßÇÇ (3), (4)ËÝ¹ÇñÁ:  xy0 -Á ÁÝïñ»Ýù áñ-

å»ë ½ñáÛ³Ï³Ý Ùáï³íáñáõÃÛáõÝ,áñÁ µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 4 ëÏ½µÝ³Ï³Ý
å³ÛÙ³ÝÇÝ:

    0000 'yxxyxy  :

ÈáõÍáõÙÁ ÷ÝïñíáõÙ ¿  ax;x 00 ÙÇç³Ï³ÛùáõÙ: >0 ïñí³Í

×ßïáõÃÛáõÝÝ ¿:
ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉ:
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2. ¸Çóáõù yn-1(x) Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ n-1-ñ¹ ÉáõÍáõÙÝ ¿:
¶ïÝ»Ýù yn-1(x) ¨ f(x,yn-1(x),yn-1(x):
àñáß»Ýù n-ñ¹ Ùáï³íáñáõÃÛáõÝÁ

         dxdxx'y,xy,xf'yxxyxy
x

x

x

x
nnn   










 

0 0

11000 (13)

µ³Ý³Ó¨áí:

3. ¶Ý³Ñ³ï»Ýù )x(y)x(y nn 1 ï³ñµ»ñáõÃÛáõÝÁ  ax;x 00

Ñ³ïí³ÍáõÙ: ²ÛÝ Ñ³Ù»Ù³ï»Ýù ïñí³Í >0-Ç Ñ»ï:
ºÃ»   )x(y)x(y nn 1 , ³å³ ·áñÍÁÝÃ³óÁ ³í³ñïí³Í ¿: ºÃ»

  )x(y)x(y nn 1 ³å³ ÏñÏÝ»É 2 ·áñÍÁÝÃ³óÁ, ÁÝ¹áõÝ»Éáí Ùáõï-

ù³ÛÇÝ )x(yn ¨ )13( µ³Ý³Ó¨áí ÷Ýïñ»É )x(yn 1 :

¸ÇïáÕáõÃÛáõÝ.¶Ý³Ñ³ï»Éáõ Ñ³Ù³ñ ))x(y)x(y nn 1 ï³ñµ»-

ñáõÃÛáõÝÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÁÝïñ»É ÇÝã áñ ëïáõ·áÕ x=b Ï»ï  ax;x 00

Ñ³ïí³ÍáõÙ ¨ ·Ý³Ñ³ï»É ))b(y)b(y nn 1 : ºÃ» Ùáï³íáñáõÃÛ³Ý

µÝáõÃ³·ñÇó »ñ¨áõÙ ¿, áñ 0 )x(y , ¹Çï³ñÏíáÕ Ñ³ïí³ÍáõÙ, ³å³

áñáÝ»ÉÇ )x(y ýáõÝÏóÇ³Ý ³×áÕ ¿ ¨ axb  0 :

²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

1. y=xy+ysinx; y(0)=0, y(0)=1. 2. y=3y2y-1; y(0)=1, y(0)=0.
3. y+(1/x)y+y=0; y(1)=1, y(1)=0. 4. y=xyy; y(0)=1, y(0)=1.
5. y=xex+2yy; y(0)=1, y(0)=1. 6. y+xy=0; y(0)=1, y(0)=0.
7. y+ycosx=0; y(0)=0, y(0)=0. 8. y=x2y; y(0)=1, y(0)=1.
9. y=2xy-3y+x3; y(0)=1, y(0)=1. 10. y=yy-x2; y(0)=1, y(0)=1.
11. y=xy-y+ex; y(0)=1, y(0)=0. 12. y=x2 y-y’; y(0)=1, y(0)=0.
13. y=y+x2-y2; y(0)=1, y(0)=1. 14. y+xy=0; y(0)=0, y(0)=1.
15. y=xy-y+sinx; y(0)=1, y(0)=0. 16. y+xy-y=0; y(0)=1, y(0)=0.
17. y=xcosx-y2-e2x; y(0)=1, y(0)=1. 18. y=(1+x2)y; y(0)=2, y(0)=2.
19. y=x2y+2y-2e-x; y(0)=1, y(0)=1. 20. y-xy-y=0; y(0)=1, y(0)=0.



50

È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 10

¾ÚÈºðÆ ØºÂà¸À

¸Çï³ñÏ»Ýù  y,xf'y  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ ¨

  00 yxy  ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÁ  ax,x 00 Ñ³ïí³ÍáõÙ£ ÊÝ¹ñÇ

Ãí³ÛÇÝ ÉáõÍáõÙÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ  ax,x 00 Ñ³ïí³ÍÁ µ³Å³Ý»Ýù n

Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇ, áñáÝó »ñÏ³ñáõÃÛáõÝÁ
n
ah  ; h ÃÇíÁ ÏáãíáõÙ ¿

ÇÝï»·ñÙ³Ý ù³ÛÉ£ àñáÝ»ÉÇ y=y(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ
÷ÝïñíáõÙ »Ý x0,x1=x0+h, x2=x1+h,..., xn=xn-1+h=x0+a Ï»ï»ñáõÙ£

¾ÛÉ»ñÇ Ù»Ãá¹Á Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ
ÉáõÍÙ³Ý Ãí³ÛÇÝ Ù»Ãá¹Ý»ñÇó ³Ù»Ý³å³ñ½Á£

ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ Ñ»ï¨-
Û³ÉÝ ¿.

¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý y=y(x)
ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÁ (x;y(x)) Ñ³ïí³-
ÍáõÙ ÷áË³ñÇÝíáõÙ ¿ Ýñ³ ßáß³÷á-
Õáí£ ²Ûëå»ë  10 x;x Ñ³ïí³ÍáõÙ (ÝÏ.)

ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÇÝ ï³Ý»Ýù ßá-
ß³÷áÕ  000 y;xM Ï»ïÇó ³ÛëÇÝùÝ

)y,x(f)x('y 000  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³Ïóáí áõÕÇÕ, áñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ

¿ y-y0=f(x0,y0)(x-x0)£ àñáß»Ýù ³Û¹ áõÕÕÇ ¨ Oy ³é³ÝóùÇÝ ½áõ·³Ñ»é ¨ x1

Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ïÁ` ï»Õ³¹ñ»Éáí x=x1 ßáß³÷áÕÇ
Ñ³í³ë³ñÙ³Ý Ù»ç: Îëï³Ý³Ýù y1=y0+f(x0,y0)(x-x0)=y0+ f(x0,y0)h

y1-Á x1 Ï»ïáõÙ Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÝ ¿£ ²Ûë ·áñÍÁÝÃ³óÁ ÏñÏÝ»Ýù
 21 x;x Ñ³ïí³ÍáõÙ£ ÆÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÇÝ ï³Ý»Ýù ßáß³÷áÕ

 111 y;xM Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ, áñÝ áõÝÇ    111 y,xfxy  ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ

·áñÍ³ÏÇóÁ, áñÇ Ñ³í³ë³ñáõÙÝ ¿ fyy  1   111 xxy,x  : ¶ïÝ»Ýù

2y ûñ¹ÇÝ³ïÁ  222 y;xM Ï»ïáõÙ.

    hy,xfyxxy,xfyy 111121112  :

y2 ÃÇíÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ÉáõÍÙ³Ý Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ x2 Ï»ïáõÙ:
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²Ûë ·áñÍÁÝÃ³óÁ ß³ñáõÝ³Ï»Ýù, ÙÇÝã¨ áñ áñáß»Ýù
yn=yn-1+f(xn-1,yn-1)h, áñÁ Mn(xn,yn) Ï»ïÇ ûñ¹ÇÝ³ïÝ ¿:

yn ÏÑ³Ù³ñíÇ xn Ï»ïáõÙ Ùáï³íáñ ÉáõÍÙ³Ý ³ñÅ»ùÁ: ØÇ³óÝ»Éáí
M0,M1,...,Mn Ï»ï»ñÁ Ïëï³Ý³Ýù µ»ÏÛ³É,áñÁ Ùáï³íáñ Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ
¿ ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÁ ¨ ÁÝ¹áõÝí³Í ¿
³ÛÝ ³Ýí³Ý»É ¾ÛÉ»ñÇ µ»ÏÛ³É: Üñ³ Ñ³í³ë³ñáõÙÁ Ñ³ïí³Í³·Í³ÛÇÝ
ýáõÝÏóÇ³ ¿, áñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ (1), (2) Ñ³í³ë³ñáõÙÝ»ñÇ Ùá-
ï³íáñ ÉáõÍáõÙ [x0;x0+a] Ñ³ïí³ÍáõÙ:

²È¶àðÆÂØ
1. êÏ½µÝ³Ï³Ý ù³ÛÉ. Ü»ñÙáõÍ»Ýù [x0;x0+a] Ñ³ïí³ÍÁ Ù³ë»ñÇ

µ³Å³ÝÙ³Ý n ÃÇíÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù
n
ah  ù³ÛÉÁ: k=0

2. Ð³ßí»É f(xk,yk) ýáõÝÏóÇ³Ý »ÝÃ³Íñ³·ñáí:
3. ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉ.
4. ÎñÏÝáõÃÛ³Ý ëÏÇ½µ. yk+1=yk+f(xk,yk)h; xk+1=xk+h
5. ºÃ» k+1=n(xk+1=x0+a), ³å³ ·áñÍÁÝÃ³óÁ ³í³ñïíáõÙ ¿ ¨

y0,y1,..., yn Ï»ï»ñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÷ÝïñíáÕ
ÉáõÍÙ³Ý Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ,ÇëÏ »Ã» k+1<n(xk+1<x0+a), ³å³
³ÝóáõÙ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉÇÝ:

àñù³Ý ÷áùñ ¿ ÇÝï»·ñÙ³Ý h ù³ÛÉÁ, ³ÛÝù³Ý Ù»Í ¿ ×ß·ñïáõ-
ÃÛáõÝÁ, Ñ»ï¨³µ³ñ yn Ùáï³íáñ ÉáõÍÙ³Ý ×ß·ñïáõÃÛáõÝÁ ·Ý³Ñ³ï»-
Éáõ Ñ³Ù³ñ Ñ³ßí³ñÏÁ ÏñÏÝ»É 2h ù³ÛÉáí ¨ µ³ó³ñÓ³Ï ëË³É³ÝùÁ

Ñ³ßí»É nnn ŷy)y(  , áñï»Õ nŷ -Á xn Ï»ïáõÙ 2h ù³ÛÉáí Ñ³í³ñÏ-

í³Í Ùáï³íáñ ÉáõÍáõÙÝ ¿:



52

È²´àð²îàð ²ÞÊ²î²Üø 11

¾ÚÈºðÆ Øà¸ÆüÆÎ²òì²Ì ØºÂà¸À

¸Çï³ñÏ»Ýù ÎáßÇÇ (1), (2) ËÝ¹ñÇ Ñ³Ù³ñ ¾ÛÉ»ñÇ Ùá¹ÇýÇÏ³ó-
í³Í Ù»Ãá¹Á: ÊÝ¹ñÇ Ãí³ÛÇÝ ÉáõÍáõÙÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ  ax,x 00

Ñ³ïí³ÍáõÙ (1) Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÁ ÷áË³ñÇÝíáõÙ ¿
 )x(y;x Ï»ïáí ³ÝóÝáÕ áõÕÇÕ ·Íáí,µ³Ûó ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³ÏÇóÁ

ÙÇ ÷áùñ ³ÛÉ Ó¨áí ¿ áñáßíáõÙ,ù³Ý ¾ÛÉ»ñÇ Ù»Ãá¹áõÙ: ÊÝ¹ñÇ Ãí³ÛÇÝ
ÉáõÍáõÙÁ ·ïÝ»Éáõ Ñ³Ù³ñ  ax,x 00 Ñ³ïí³ÍÁ µ³Å³Ý»Ýù n

Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇ 





 

n
ah x0,x1=x0+h,x2=x1+h,...,xn=xn-1+h=x0+a

Ï»ï»ñáí ¨ ·ïÝ»Ýù y=y(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ky,...,y,y 10 Ùáï³íáñ

³ñÅ»ùÝ»ñÁ kx,...,x,x 10 Ï»ï»ñáõÙ:

ºñÏñ³ã³÷³Ï³Ý ÇÙ³ëïÁ Ñ»ï¨Û³ÉÝ ¿.  hx;x  ÷áùñ Ñ³ïí³-

ÍáõÙ y=y(x) ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³-
ë³ñÙ³Ý ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÁ
(x;y(x)) Ñ³ïí³ÍáõÙ ÷áË³ñÇÝíáõÙ
¿ Ýñ³ ßáß³÷áÕáí£ ²Ûëå»ë
 1kk x;x Ñ³ïí³ÍáõÙ (ÝÏ) ÇÝï»-

·ñ³É³ÛÇÝ ÏáñÇÝ ï³Ý»Ýù ßáß³-
÷áÕ  kkk y;xM Ï»ïÇó áñÇ

Ñ³í³ë³ñáõÙÁ`

  kkkk xxy,xfyy  £

àñáß»Ýù kN Ï»ïÇ Ïááñ¹ÇÝ³ïÝ»ñÁ, áñÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ ¿ ³Û¹

áõÕÕÇ ¨
2
hxx k  áõÕÕÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ïÁ.

2
12 


k

h
kkN xxx ;

:
2
12 y)y,x(fyy

k
h

kkkkN
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²ÛÝáõÑ»ï¨ ·ïÝ»Ýù kkkk
)y,x(f)x(y 


2
1

2
1

2
1 ¨  kkk y;xM

Ï»ïÇó ï³Ý»Ýù k ³ÝÏÛáõÝ³ÛÇÝ ·áñÍ³Ïóáí áõÕÇÕ`

)xx(yy kkk  :

àñå»ë 1ky ÁÝ¹áõÝ»Ýù 1kM Ï»ïÇ ûñ¹ÇÝ³ïÁ, áñÁ ï³ñí³Í

áõÕÕÇ ¨ hxx k  áõÕÕÇ Ñ³ïÙ³Ý Ï»ïÝ ¿.

hyy kkk 1 ;

:hxx kk 1

ê³ ¾ÛÉ»ñÇ Ùá¹ÇýÇÏ³óí³Í Ù»Ãá¹Ç é»Ïáõñ»Ýï ¥³Ý¹³¹³ñÓ¤
µ³Ý³Ó¨Ý ¿:

²È¶àðÆÂØ
îñí³Í ¿  y,xf'y  ¹Çý»ñ»ÝóÇ³É Ñ³í³ë³ñáõÙÁ,   00 yxy 

ëÏ½µÝ³Ï³Ý å³ÛÙ³ÝÁ ¨  ax,x 00 Ñ³ïí³ÍÁ£

êÏ½µÝ³Ï³Ý ù³ÛÉ. Ü»ñÙáõÍ»Ýù  ax,x 00 Ñ³ïí³ÍÁ Ù³ë»ñÇ

µ³Å³ÝÙ³Ý n ÃÇíÁ ¨ Ñ³ßí»Ýù
n
ah  ù³ÛÉÁ: k=0

2. ÀÝ¹Ñ³Ýáõñ ù³ÛÉ.

ÎñÏÝáõÃÛ³Ý ëÏÇ½µ.
22

1
hxx kk




22
1

h)y,x(fyy kkkk















2
1

2
1 kkk y,xf

hxx kk 1

hyy kkk 1

3. ºÃ» nxk 1 ³å³ ÏñÏÝ»É 2 ·áñÍÁÝÃ³óÁ 11  kk y,x Ñ³Ù³ñ»É

Ùáõïù³ÛÇÝ: »Ã» nxk 1 ³å³ ·áñÍÁÝÃ³óÁ ³í³ñïíáõÙ ¿:
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²è²æ²¸ð²ÜøÜºð ÆÜøÜàôðàôÚÜ ²ÞÊ²î²ÜøÆ Ð²Ø²ð

1. y=x2+y2; y(0)=0, [0;1], h=0,1:

2. ;yx'y 12  y(0)=1, [0;0,5], h=0,05:

3. y=(y/x)-y2; y(1)=1, [1;2], h=0,1:

4. ycosy+2x; y(0)=0, [0;0,1], h=0,01:

5. y=x2+y; y(0)=1, [0;1], h=0,1:

6. y=y-sinx; y(0)=0, [0;0,5], h=0,05:

7. y=xy2+1; y(0)=0, [0;1], h=0,1:

8. y=xy3+x2; y(0)=0,5, [0;1], h=0,1:

9. y=x2+xy+y2; y(0)=0,5, [0;1], h=0,1:

10. y=x2y2-1; y(0)=1, [0;1], h=0,1:

11. y=xy3-0,1; y(0)=0,5 [0;1], h=0,1:

12. y=0,1(x2+y2); y(1)=1, [1;5], h=0,4:

13. y=1/(x2+y2); y(0,5)=0,5, [0,5;3,5], h=0,3:

14. y=x3+y3; y(0,1)=0,5, [0,1;0,6], h=0,05:

15. y=y2ex-2y; y(0)=-1, [0;1], h=0,1:

16. y=x2-y2; y(0)=0, [0;1], h=0,1:

17. y=1+x+x2-2y2; y(1)=1, [1;2], h=0,1:

18. y=y2+x3; y(0,1)=0,5, [0,1;1,1], h=0,1:

19. y=x+x2+y2; y(0)=0,1, [0;1], h=0,1:

20. y=y3-x; y(0)=0,5, [0;1], h=0,1:
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Ø²ê III

C++ Èº¼ìàì ¶ðì²Ì Ð²Ø²ä²î²êÊ²Ü È²´àð²îàð
²ÞÊ²î²ÜøÜºðÆ ²Øöàö Ìð²¶ðºðÀ

1. üàôÜÎòÆ²ÚÆ ²ðÄºøÜºðÆ Ð²ÞìàôØÀ

Ð³ßí»É
543850

3820 2





x.

xx.f(x) ýáõÝÏóÇ³ÛÇ ³ñÅ»ùÝ»ñÁ [1,3;5,3]

Ñ³ïí³ÍáõÙ` h=0.4 ù³ÛÉáí:

#include<iostream.h>
#include<iomanip.h>
#include<math.h>
double EL (double x)
{

double y;
y=(0.382*pow(x,2)+sqrt(x))/(0.4385*x+5);
return(y);
}
main()
{
double a=1.3, b=5.3,y=0,h=0.4;

for(int i=0; i<=10; i++){
y=EL(a);
cout<<a<<" "<<y<<endl;
a=a+h;
}
return(0);

}
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2. àâ ¶Ì²ÚÆÜ Ð²ì²ê²ðàôØÜºðÆ
Øàî²ìàð ÈàôÌàôØÀ

¶ïÝ»É 2lnx -
x
1 =0 Ñ³í³ë³ñÙ³Ý ³ñÙ³ïÇ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ

410 ×ßïáõÃÛ³Ùµ Ñ³Ù³Ïó³Ï³Ý Ù»Ãá¹áí£

#include <iostream.h>
#include <math.h>
const double e=0.0001;
double y21,y,y11,y22,y2,x,fa,fb,fc,cn,dn,a,b,c; int n,i;
char cc;
double c0[100],d0[100] ;
double fun(double v)
{
double g1;
g1=(2*log(v)-1/v);
return g1;
}
double ac1(double w)
{
double h1;
h1=(2/w-1/pow(w,2));
return h1;
}
double ac2( double z)
{
double h2;
h2=(-2/(z*z)-2/pow(z,3));
return h2;
}
void main(){
cout<<" a=" ;cin>> a;

cout<< "b=";cin>>b;
x=a;
y21=ac1(x);
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y2=ac2(x);
fa=fun(a);
fb=fun(b);
c=(a+b)/2;
fc=fun(c);
if ((fa*fb)>0)

cout<<"armat chka"<<endl;
else
{
y11=ac1(c);
y22=ac1(c);

if ((y11*y22)<0)
{
c0[0]=a;d0[0]=b;

}
else
{

c0[0]=b;d0[0]=a;
}

n=1;
c0[1]=0;
d0[1]=0;
}
do
{
c0[n]=c0[n-1]-(fun(c0[n-1])*(d0[n-1]-c0[n-1]))/(fun(d0[n-1])-

fun(c0[n-1]));
d0[n]=d0[n-1]-(fun(d0[n-1])/ac1(d0[n-1]));
c0[n-1]=c0[n];d0[n-1]=d0[n];
n=n+1;
}
while (fabs(c0[n-1]-d0[n-1])<e);
cout<<"armat="<<(c0[n-1]+d0[n-1])/2 ;
}
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3. È²¶ð²ÜÄÆ ÆÜîºðäàÈ²òÆàÜ ´²Ü²ÒºìÀ

#include <iostream.h>
const int n=5;
double x[n]={0.,1.5,3.,4.5,6.},

y[n]={.4,-1.1,.7,-.5,.3};
double P(double xx, int k)
{

double ham=1, hajt=1;
for (int i=0; i<n; i++)
{

if (i==k)
continue;

ham *=(xx - x[i]);
hajt*=(x[k]-x[i]);

}
return ham/hajt;

}
double L(double xx)
{

double s=0.;
for(int k=0; k<n; k++)
{

s+= y[k] * P(xx,k);
}
return s;

}
void main ()
{

int num;
double a;
cout<<"input number \n";
cin>>num;
for (int i=1; i<=num; i++)
{

cin>>a;
cout<<L(a)<<endl;

}
}
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4. ÜÚàôîàÜÆ ÆÜîºðäàÈ²òÆàÜ ´²Ü²ÒºìºðÀ

#include <iostream.h>
#include <math.h>
const int m=4;
double x0=0, h=.25*8.8, y[m+1]={3.4,10.2,7.7,11.2,5.6};
int fact(int n)
{

if((n==0)||(n==1))
return 1;

return ( n * fact(n-1));
}
int zug(int n,int k)
{

return ( fact(n) / ( fact(k)*fact(n-k) ) );
}
double delta(int k)
{

double dt=0.;
for (int j=0; j<=k; j++)

dt+=pow(-1,j)*zug(k,j)*y[k-j];
return dt;

}
double art(double t,int k)
{

double p=1.;
for (int i=0; i<k; i++)

p*=(t-i);
return p;

}
double Nuton(double x)
{

double t=(x-x0)/h;
double Nt=y[0];
for (int k=1; k<=m; k++)

Nt+=(delta(k) * art(t,k)) / fact(k);



60

return Nt;
}
void main ()
{

int num;
double x;
cout<<"input number of 'x' \n";
cin>>num;
for (int q=1; q<=num; q++)
{

cin>>x;
cout<<Nuton(x)<<endl;

}
}

5. Âì²ÚÆÜ ²Ì²ÜòàôØ

#include<iostream.h>
#include<math.h>
const int m=6;
double y[m];
int fact(int n)
{

if((n==0)||(n==1))
return 1;

return ( n * fact(n-1));
}
int zug(int n,int k)
{

return ( fact(n) / ( fact(k)*fact(n-k) ) );
}
double delta(int k)
{

double dt=0.;
for (int j=0; j<=k; j++)

dt+=pow(-1,j)*zug(k,j)*y[k-j];
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return dt;
}
double P2(double t,double h)
{

return ((1/pow(h,2))*(delta(2)-delta(3)+
+delta(4)*(12*t*t-36*t+22)));

}
double P1(double t,double h)
{

return ((1/h)*(delta(1) - (delta(2)/fact(2))*(2*t-1)+delta(3)/fact(3)*
*(3*t*t-6*t+2)+delta(4)/fact(4)*(4*t*t*t-18*t*t+22*t-6)));

}
void main()
{

double x,l,x0,h;
int num;
cout<<"input x0\n";
cin>>x0;
cout<<"input h\n";
cin>>h;
cout<<"input y[i]\n";
for(int j=0;j<m;j++) cin>>y[j];
cout<<"keteri qanak"<<endl;
cin>>num;
for(int i=0;i<num;i++)
{

cin>>x;
l=(x-x0)/h;

cout<<"P'="<<1/h<<"("<<delta(1)<<"-"<<delta(2)<<
"/2!(2t-1)+"<<delta(3)/fact(3)<<"/3!(3t*t-6t+2)+"<<

delta(4)/fact(4)<<"/4!(4t*t*t-18t*t+22t-6))="<<P1(l,h)<<endl;

cout<<"P''="<<1/(h*h)<<"("<<delta(2)<<"-"<<delta(3)<<
"(t+1)+"<<delta(4)<<"(12tt-

36t+22))="<<P2(l,h)<<endl;
}

}
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6. ºðÎàô öàöàÊ²Î²ÜÆ üàôÜÎòÆ²ÚÆ
ÆÜîºðäàÈ²òÆ²

#include<iostream.h>
#include<iomanip.h>
void main ()
{

const int n=2;
double x[n],y[n],z[n+1];
double xx,yy;
double a[n+1], L;
cout<<"input koords\n";
for (int i=0; i<n; i++)
cin>>x[i]>>y[i];
cout<<"input function\n";
for (i=0; i<n+1; i++)
cin>>z[i];
a[0]=(z[2]-z[0])/(y[1]-y[0]);
a[1]=(z[1]-z[0])/(x[1]-x[0]);
a[2]=z[0]-a[1]*x[0]-a[0]*y[0];
for (i=0; i<n+1; i++)
cout<<a[i]<<"\t"<<a[2]<<"+"<<a[1]<<"*x"<<"+"<<a[0]<<"*y"

<<endl;
cout<<endl;
int num;
cout<<"input num of another koords\n";
cin>>num;
for (i=0; i<num; i++)
{
cout<<"input another koords\n";
cin>>xx>>yy;
L=a[2]+a[1]*xx+a[0]*yy;
cout<<"L="<<setprecision(10)<<L<<endl;
}

}
input koords
0.2
0
0.1
0.3
input function
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2.51
1.43
2.4
-0.366667 0.35+10.8*x+-0.366667*y
10.8 0.35+10.8*x+-0.366667*y
0.35 0.35+10.8*x+-0.366667*y
input num of another koords
2
input another koords
0.1
0.3
L=1.32
input another koords
0.1
0
L=1.43

Ï³Ù

#include<iostream.h>
#include<iomanip.h>
void main ()
{

const int n=2;
double x[n],y[n],z[n+1];
double xx,yy,p,l,q,h;

double L;
cout<<"input koords\n";
for (int i=0; i<2; i++){

cin>>x[i];cin>>y[i];}
cout<<"input function\n";
for (i=0; i<n+1; i++)
cin>>z[i];

cout<<"input another koords\n";
cin>>xx>>yy;

h=x[1]-x[0];
l=y[1]-y[0];
p=(xx-x[0])/h;
q=(yy-y[0])/l;
L=(1-p-q)*z[0]+p*z[1]+q*z[2];
cout<<"L="<<setprecision(10)<<L<<endl;
}
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7. ÆÜîº¶ð²ÈÜºðÆ Øàî²ìàð Ð²ÞìàôØÀ
êÆØäêàÜÆ ´²Ü²Òºìàì

Ð³ßí»É  
21

0

2
.

x dxe -Á êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨áíª ÁÝïñ»Éáí n=12:

#include <iostream.h>
#include <math.h>
double fun(double x)
{

return(1/exp((x*x)));
}
main()
{ double a=0,b=1.2,c,h,x,y,i,s=0;int n=12;

h=(b-a)/n;
y=fun(a);cout<<"f(a)="<<y<<endl;

s+=y;
y=fun(1.2);cout<<"f(b)="<<y<<endl;

s+=y;
c=1;i=1;
while(i<n)
{ x=a+i*h;

y=fun(x);cout<<"f(x)"<<i<<"="<<y<<endl;
s+=(3+c)*y;
c=-c;
i++;

}
s*=h/3;
cout<<"s="<<s<<endl;
return(0);}
ÉáõÍÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÁ
f(a)=1
f(b)=0.236928
f(x)1=0.99005
f(x)2=0.960789
f(x)3=0.913931



65

f(x)4=0.852144
f(x)5=0.778801
f(x)6=0.697676
f(x)7=0.612626
f(x)8=0.527292
f(x)9=0.444858
f(x)10=0.367879
f(x)11=0.298197

s=0.806745

8. ¾ÚÈºðÆ ØºÂà¸À

¾ÛÉ»ñÇ Ù»Ãá¹áí ÉáõÍ»É ÎáßÇÇ ËÝ¹ÇñÁ.

;xy'y
2
1

   ;y 10  [0,1]; n=5:

#include<iostream.h>
#include<iomanip.h>
#include<math.h>
double EL (double x, double y)
{
y=(y*x)/2;
return(y);
}
Void main()

{
double a=0, b=1,y=1,h=0.2,k=0;

cout<<a<<" "<<y<<endl;
for(int i=1; i<=5; i++)
{ y+=h*EL(a,y);

a=a+h;
cout<<a<<" "<<y<<endl;}

}
ÉáõÍÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÁ

t xk yk t xk yk

0 0 1,0 3 0,6 1,0608
1 0,2 1,0 4 0,8 1,12445
2 0,4 1,02 5 1,0 1,2144
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9. ¾ÚÈºðÆ Øà¸ÆüÆÎ²òì²Ì ØºÂà¸À

¾ÛÉ»ñÇ Ùá¹ÇýÇÏ³óí³Í Ù»Ãá¹áí ÉáõÍ»É ÎáßÇÇ ËÝ¹ÇñÁ.

;xy'y
2
1

   ;y 10  [0,1]; n=5:

#include<iostream.h>
#include<iomanip.h>
#include<math.h>
double ELM (double x, double y)
{
y=(y*x)/2;
return(y);
}
void main()
{

double a=0, b=1,y=1,h=0.2,k=0;
cout<<a<<" "<<y<<endl;

for(int i=1; i<=5; i++)
{
a=a+h/2;

y+=h/2*ELM(a,y);
a1= ELM(a,y);

a=a+h;
y+=a1*h;

cout<<a<<" "<<y<<endl;
} }
ÉáõÍÙ³Ý ³ñ¹ÛáõÝùÁ

t xk yk t xk yk

0 0 1,0 3 0,6 1,0936

1 0,2 1,01 4 0,8 1,1725

2 0,4 1,04 5 1,0 1,2822
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